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Rys. 3. Przyktad dlan = 3, k = 4.

Jak wida¢ na rysunku 3, zdarzenia B i C

moga zachodzi¢ jednoczesénie.
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Wzdtuz czy w poprzek?
Joanna JASZUNSKA

Oto dwa zupelnie niepodobne zadania, ktére mozna rozwiaza¢ w zaskakujaco
podobny sposéb. W obydwu przypadkach rozwiazanie okazuje sie¢ znacznie
prostsze, niz mozna by sie w pierwszej chwili spodziewaé.
1. Na pewnej rzece jest 6 wysp i 13 mostow zwodzonych, jak na rysunku 1.
Kazdy z mostéw jest podniesiony z prawdopodobienistwem 1/2. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze da si¢ przejs¢ z jednego brzegu rzeki na drugi?
2. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € (0,1) oraz dowolnych
dodatnich liczb catkowitych n, k zachodzi nieréwnosé

A—z""+ 1 -1 -2 >1.

Rozwiazania

R1. Niech C oznacza zdarzenie: da sie przejsé pomiedzy brzegami rzeki.
Poszukujemy P(C), czyli prawdopodobiefistwa tego zdarzenia.

Wyobrazmy sobie, ze rzeka plynie statek o wysokim maszcie, ktéry nie zmiesci
sie pod opuszczonymi mostami. Na rysunku 2 kolorem oznaczono ,,0bszary”
wodne i polaczenia pomiedzy nimi. Zauwazmy, ze ta czesé rysunku obrécona

0 90° wyglada tak samo, jak cze$é¢ czarno-szara (ilustrujaca potencjalne drogi
pieszego). Co wiecej, w obu przypadkach kazdy most jest w ,sprzyjajacej”
pozycji z takim samym prawdopodobienstwem, réwnym 1/2.

Niech S oznacza zdarzenie: statek moze przeplyngé pomiedzy punktami D i G.
Wobec powyzszej obserwacji, P(S) = P(C).

Jesli cztowiek moze przejsé pomiedzy brzegami rzeki, czyli sa one poltaczone
pewna droga prowadzaca przez mosty i wyspy, to statek nie moze przeptynaé
wzdluz rzeki. Analogicznie, jesli cztowiek nie moze przejsé, to brzegi nie sg
polaczone, co oznacza, ze istnieje linia, ktéra je rozdziela i statek moze taka
wlasdnie trasa przepltynacé.

Stad wniosek, ze zawsze zachodzi dokladnie jedno sposréd zdarzen C' i S, czyli sa
to zdarzenia przeciwne. Zatem P(C) 4+ P(S) = 1, wiec wobec wczesniejszej
obserwacji, ze P(S) = P(C), uzyskujemy wynik P(C) =1/2. O

R2. Rozwazmy szachownice o n wierszach i k£ kolumnach, ktorej kazde pole
pomalowano na czarno z prawdopodobienstwem z, a z prawdopodobienstwem
1 — z pozostawiono biale (rys. 3). Prawdopodobienstwo, ze wybrany wiersz jest
caly czarny jest wowczas réwne ¥ (bo kazde z k pél musi byé czarne), wiec
prawdopodobiefistwo, Ze istnieje w nim biate pole wynosi 1 — 2*.

Niech B oznacza zdarzenie: w kazdym wierszu jest co najmniej jedno biate pole.
Wierszy jest n; wobec powyzszej obserwacji P(B) = (1 — 2*)™. Analogicznie
niech C oznacza zdarzenie: w kazdej kolumnie istnieje pole czarne, wéwczas

P(C) = (1 — (1 — z)")*.

Jesli nie zachodzi zdarzenie B, czyli nie jest prawda, ze w kazdym wierszu jest
biale pole, to istnieje wiersz o wszystkich polach czarnych. Wtedy na pewno
w kazdej kolumnie jest czarne pole (choéby z tego wladnie wiersza), czyli
zachodzi zdarzenie C'. Wobec tego zawsze zachodzi co najmniej jedno sposrdd
zdarzen B i C, stad P(B) +P(C) > 1, czyli (1 —2F)" + (1 — (1 —2)")* > 1. O

Zadanie domowe

3. Dane sg dodatnie liczby catkowite n, k oraz takie nieujemne liczby rzeczywiste
i, Yi, ze x; +y; = 1 dla kazdego ¢ = 1,2, ..., k. Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

(I—m@g o)+ (1 =y )1 —yy) ... - (1 —yp) > L.
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