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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
Termin nadsylania rozwiazan: 31 III 2015  jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 590, 591
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

590. W naczyniu w ksztalcie walca znajduje sie ciecz o gestosci p. Walec obraca
sie ze stala predkoscia katowa w wokodl wlasnej osi. Wewnatrz walca, wzdtuz jego
promienia, umocowany jest cienki pret AB. Po precie moze $lizgaé sie bez tarcia
koralik w ksztalcie kuli o masie m i promieniu r (rys. 1). Kula polaczona jest

z koncem A preta za pomoca sprezyny o wspolczynniku sprezystosci k. Diugosé

nieodksztalconej sprezyny wynosi ly. Znalezé odlegltosé érodka kuli od osi obrotu.

591. Na sferze o promieniu R, ztozonej z dwéch pélsfer, rownomiernie roztozony
Rys. 1 jest tadunek Q. Jaka sila trzeba dziala¢ na kazda polsfere, aby nie rozsuwaly sie
one pod wplywem oddzialtywania tadunkéw?

Rozwigzania zadain z numeru 9/2014

A Przypominamy tresé zadan:

582. W $rodku niewazkiego preta o dlugosci 21 przyczepiona jest mala kulka o masie m. Pret porusza
sie jak na rysunku 2. Koniec B preta porusza sie w kierunku poziomym ze stala predkoscia v,
koniec A porusza si¢ wzdluz pionowej Sciany. Jaka sile reakcji wywiera pret na kulke, gdy tworzy

. Tr -
z poziomem kat o = Z;’

B v 583. Metalowy pierscienn o promieniu [ i oporze R spada pod dzialaniem silty cigzkosci w polu
Rys. 2 magnetycznym. Wartos¢ wektora indukcji magnetycznej w kierunku pionowym zmienia si¢

z wysoko$cig zgodnie ze wzorem B(x) = Bo(1 — ax), gdzie stala « jest dodatnia (rys. 3). Znalezé
zalezno$¢ sity hamujacej ruch pierscienia od jego predkosci. Plaszczyzna pierécienia pozostaje
prostopadta do linii pola magnetycznego.

582. Kulka porusza si¢ po okregu o srodku w punkcie O (rys. 4), bo znajduje sie

w polowie przeciwprostokatnej tréjkata AOB. Gdy a = 7, predkosé kulki jest skierowana

wzdtuz preta i ma wartosé vy = ”2—‘/5, bo wszystkie punkty sztywnego preta maja

taka samg sktadowa predkosci wzdtuz preta. Oznaczajac przez Ri1 sktadows sity reakcji

prostopadla do preta i przyjmujac, ze ma ona zwrot jak na rysunku, mozemy napisa¢ wzor

v na site dosrodkows: mva = %ﬁ — R1. W kierunku poziomym kulka porusza si¢ ze stala
predkoscig 5, bo przebywa droge dwukrotnie mniejsza niz koniec preta B. Zatem
przyspieszenie kulki oraz wypadkowa sila reakcji maja kierunek pionowy. Warto$¢ sity

.. . 2
o reakcji wynosi: R = R1v/2 = m(g -2 2\{5

). Gdy v? < v/2gl, sila ta zwrécona jest do géry.

Rys. 3 583. Podczas spadania zmienia si¢ strumien pola magnetycznego przez powierzchnie
pierscienia i powstaje sita elektromotoryczna indukcji £ = Aj = | = 71> Byaw. Energia

A potencjalna ciezko$ci zamienia sie na ciepto wydzielone w pierscieniu oraz energie

kinetyczna pierscienia: mgAx = 52Rm + %“2. Dla matych przedzialéw czasowych At

Ry mamy: mgu = % + mua, gdzie a jest przyspieszeniem pierscienia. Réwnanie ruchu
pierécienia ma posta¢: ma = mg — F, gdzie F' = 1 Bjaty jest szukang sitag hamujaca.
vy Jakie jest pochodzenie tej sity? Sita elektrodynamiczna, dzialajaca na pierscien w polu
magnetycznym o liniach pionowych, dziala w pltaszczyZnie pierscienia i nie wplywa na jego
v/d AN ruch. Jednak w sytuacji opisanej w zadaniu pole magnetyczne musi mie¢ sktadowa lezaca
B\ v w plaszczyznie pierécienia i prostopadta do pierscienia. W przeciwnym przypadku
’ strumien pola magnetycznego przez powierzchnie walcowa o osi pionowej bylby rézny
od zera. Poniewaz plaszczyzna pierscienia pozostaje pionowa, pole musi by¢ symetryczne
wzgledem osi pierécienia. Zgodnie z prawem Gaussa wl2BoaAx = 2nlB1 Az, gdzie By jest
pozioma sktadowa pola magnetycznego, prostopadla do pierscienia. Sita
elektrodynamiczna hamujaca pierscien to F' = %. Ten sam wynik otrzymamy,
traktujac pierscien z pradem jako dipol o momencie magnetycznym p = % = gmAuz,
gdzie ¢, jest tadunkiem magnetycznym dipola. Sita hamujaca wynosi F' = gm BoaAx.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2015

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
683 (WT = 2,48) i 684 (WT = 1,67)

z numeru 6/2014

Jerzy Cislo Wroctaw 43,59
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,14
Michal Miodek Zawiercie 40,49
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Wojciech Tobis Praszka 34,67
Piotr Kumor Olsztyn 33,09
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
G
F
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Rozwigzanie zadania M 1445.
Gdyby bylo f(z) > 1 dla pewnego z, to

wstawiajac y

- flz) =1’

mieliby$my

. T - f(.’lf) _ . ,f(!l:)
fla) - f <f(<z:) - 1) f < Flz) — 1> :

skad f(x) = 1 — sprzeczno§é. Zatem

f(z) <1 dla kazdego z, wiec

fe+y) = f@) - fy- f@) < (@),

co oznacza, ze [ jest nierosnaca.

Zadania z matematyki nr 693, 694
Redaguje Marcin E. KUCZMA

693. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste niewymierne z, dla ktorych kazda
z liczb 22 — 44z oraz 2% — 2015z jest wymierna.

694. Niech a(n) oznacza odlegltosé liczby naturalnej n od najblizszej liczby,
bedacej pelnym kwadratem: a(n) = min{|n — k2| : k € N}, i niech

S(n) =a(l) +...+a(n) oraz f(n) = 1S(n). Udowodni¢, ze kazda dodatnia
liczba calkowita wystepuje w ciagu f(1), f(2), f(3),... dokladnie trzykrotnie.

Zadanie 694 zaproponowal pan Przemystaw Grabowski z Goworowa
Rozwigzania zadan z numeru 9/2014

Przypominamy tresé zadan:

685. Niech I = (0;1). Funkcje f,g: I — I spelniaja warunki: f jest §cisle rosnaca, f(g(z)) = z dla
x € I. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n

S () (3) -t

686. Udowodni¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych réwnanie

22 + y? = n nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych z, y, réznych od zera, ale ma rozwiazania

w liczbach wymiernych z, y, réznych od zera.

685. Z podanych warunkéw wynika od razu, ze f jest réoznowartosciowym
odwzorowaniem przedziatu I na caly ten sam przedzial. Ma wiec funkcje odwrotna;
a skoro f(g(z)) = z, zatem funkcja g jest ta odwrotna do f. (Latwo uzasadnié
ciaglo$é obu funkeji — ale ta wiedza nie bedzie tu potrzebna).

Dalszy ciag rozumowania to starogreckie ,patrz(!)”. Rysunek przedstawia wykres
(przyktadowej) funkcji f, lezacy w kwadracie K, ktérego dwoma bokami sa

odcinki (0;1) na poziomej i pionowej osi uktadu wspdlrzednych. Ta sama krzywa jest
tez wykresem funkcji g, gdy przyjmiemy, ze (rozwazajac g) odktadamy zmienna
niezalezna na osi pionowej, a zalezna na poziomej.

Niech F' bedzie wielokatem powstalym z polaczenia n — 1 prostokatéw, ktérych

podstawami sg odcinki <%, %> osi poziomej (k=1,...,n— 1), a wysokosci
wynoszg kolejno f (%) yeon f (”T’l) Analogicznie tworzymy wielokat G, rozwazajac

funkcje ¢ i zamieniajac role osi wspo6trzednych.

Wielokaty F' i G sa (prawie) roztaczne — moga mieé¢ wspélne jedynie niektére
wierzcholki. Uzasadnienie: jesli punkt (a,b) nalezy do F, to znaczy, ze dla pewnego k
zachodzg nieréwnosci % <a< %, b< f (%), jezeli ten sam punkt nalezy do G, to
dla pewnego | mamy % <b< HTl, a<g (%), stad

b<f(E)Y<fla)<f(9(L))=L<b, wicc a=% bp=1
Zauwazmy wreszcie, ze kwadracik o boku 1/n, majacy wierzchotek w punkcie (0,0),
nie ma punktéw wspdlnych ani z wielokatem F, ani z G. Po jego usunieciu
z kwadratu K pozostaje figura o polu 1 — 1/n?; figury F i G sa w niej zawarte, ale
nie wypelniaja jej szczelnie, skoro nie maja wspdlnych fragmentéw bokéw (poza
wierzchotkami).

Pole wielokata F’ wynosi - Yokend (%), pole G wynosi + Y ohend (%) Suma tych pél
jest mniejszaniz 1 — 1/n2. Mnozymy uzyskana nieréwnosé przez n i mamy teze zadania.

(Stata 1 — 1/n? jest optymalna; nieréwnoéé staje si¢ bliska réwnosci, gdy wykres
funkcji f zbliza si¢ do odpowiednio dobranej linii tamanej, utworzonej z odcinkéw
poziomych i pionowych).

686. Postulowana wlasnosé maja na przyklad wszystkie liczby postaci n = 4%,
k=1,2,3,.... Zadna z nich nie jest sumg dwoch niezerowych kwadratow; przypusémy
bowiem, ze 4% = 2% + y? (xy # 0); liczby x, y nie moga by¢ obie nieparzyste (bo
wowezas 2 + y? = 2 (mod 4)); musza wiec by¢ parzyste, co daje przedstawienie
liczby 4%~1 w postaci sumy dwéch niezerowych kwadratéw. Dalsze zstepowanie
prowadzi do konkluzji, ze 4 jest suma dwdch niezerowych kwadratéw — a to absurd.

Natomiast niezerowe wymierne rozwigzanie réwnania 22 + 4% = 4* latwo uzyskamy,
biorac dowolna tréjke pitagorejska liczb naturalnych a, b, ¢ (a? + b? = c2)
i przyjmujac x = 2%a/c, y = 2Fb/c.
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