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Na plaszczyznie inwersja wzgledem
okregu o érodku S i promieniu r to
przeksztalcenie, ktére punktowi X
przyporzadkowuje taki punkt X', lezacy
na prostej SX, ze

v o/ 2
SX . -SX =r-.
Z kolei antyinwersja przyporzadkowuje

punktowi X taki punkt X'’ lezacy na
prostej SX, ze

— =
5X-5X" = —r.
Jak latwo zauwazyé, i inwersje,
i antyinwersje sa inwolucjami (czyli sa
odwrotne do samych siebie).

Zaréwno inwersje, jak antyinwersje moga
byé zdefiniowane w dowolnym
(naturalnym) wymiarze dokladnie

w ten sam sposéb — role okregu przejmuja
wtedy sfery (powierzchnie kuli)
odpowiedniego wymiaru.

O inwersjach pisaliSmy ostatnio
w Delcie 7/2014.

Gdzie tam znaczy tez z powrotem
Kazda ptaszyna swym wlasnym glosem Pana Boga chwali.

Tym przystowiem odpowiedzialem podczas obrony pracy doktorskiej na pytanie
Profesora Andrzeja Mostowskiego, czemu zbudowalem aksjomatyke geometrii
eliptycznej, podczas gdy mozna te geometrie uprawiaé¢ analitycznie (czyli rachunkowo).
A przypomnialem to sobie z okazji pytania, jakie przyszto mi do glowy wtasnie

na rachunkowym gruncie: jakie funkcje wymierne (poza tozsamoscia) sa odwrotne same
do siebie? Gdy przyszto, to poniewaz nie czuje sie w srodowisku algebraicznym u siebie,
zadalem je Wybitnym Algebraikom. Wbrew moim oczekiwaniom odpowiedz

nie wskazala tylko funkcji —z, 1/x i —1/z, lecz dwie szerokie klasy

T +a
br — 1
Natychmiast wobec tego zamie$citem w Delcie notke, dzielac sie ta informacja

z Czytelnikami (bo skoro ja nie wiedzialem, to zapewne nie wszyscy Czytelnicy
o tym wiedza) — jest w numerze 10/2010.

dla ab+1 # 0.

C o dlac#0
X

Ale pozostawalo pytanie, dlaczego tak jest. Bo sprawdzenie, ze to prawda, na pytanie
dlaczego? nie odpowiada. I choé¢ do dzi$ nie wiem, jak te odpowiedZ uzyskuja
algebraicy, gdy przetlumaczylem problem na swdj jezyk, czyli geometrie, wszystko stato
sie zrozumiale.

Przeciez w geometrii funkcje odwrote same do siebie (uczenie: inwolucje) to symetrie.
Liczby za$ tworza (juz w podstawbwce) prosta, zwang osia, gdy nada sie jej orientacje.
A symetrie na prostej to symetrie srodkowe — jak tatwo zauwazy¢, symetria wzgledem p
dana jest rachunkowym wzorem 2p — x, bo $rodek punktéow 2p — x i x, czyli ich érednia
arytmetyczna, to p. Miesci si¢ to wsréd przytoczonych funkcji (a = —2p, b = 0), ale ich
nie wyczerpuje.

Wypada spojrzeé szerzej, czyli umiesci¢ o$ liczbowsa na plaszczyznie. Na plaszczyznie
zachowuja te o$ réwniez symetrie wzgledem prostopadtych do niej prostych — ale one
nic nowego nie wnosza: ograniczone do osi liczbowej sa symetriami srodkowymi.

Sa jednak i inne symetrie: inwersje (symetrie wzgledem okregdw) i antyinwersje — jesli
$rodek okregu umiescimy na osi liczbowej, rowniez one dostarcza nam poszukiwanych
inwolucji. Sprawdzmy.

Zgodnie z przypomniang na marginesie definicja inwersja wzgledem okregu o srodku p
i promieniu r > 0 przeksztalca na osi punkt x na taki punkt z’, ze

2 2 2
a:':xr +p:p7x+(r p).

-Dp r—p
Zauwazmy, ze uzyskane tym sposobem funkcje prawie wyczerpujg obie wymienione
na poczatku klasy funkcji: podstawiajac p = 0, uzyskujemy wszystkie funkcje pierwszej
z klas dla ¢ = 72 > 0, a dzielac przez p w pozostatych przypadkach — wszystkie funkcje
drugiej z klas dla ab + 1 = (r?/p?) > 0. Pozostate funkcje uzyskujemy z antyinwersji, bo
dla niej

(x—p)- (&' —p) =7 czyli

(x—p)-(a' —p) = —r".

Wystarczyto, ze przettumaczylem sobie algebre na geometrie i wszystko stalo sig
dla mnie jasne.
X ok %

Ogdlny moral z tego taki, ze kazdy problem, nie tylko matematyczny, nalezy sobie
przettumaczy¢ na jezyk nam bliski, a wtedy wiele trudnosci zniknie.

Ba, mato: pojawi sie wiele kwestii w mato uzywanej przez nas terminologii
ukrywajacych sie¢ przed nami. W tym przypadku np. fakt, iz skoro jesteSmy

na plaszczyznie, to nie ma powodu, by ograniczaé sie do prostej — uzyskane wzory beda
funkcjonowaly dla wszystkich punktéw plaszczyzny traktowanych jako liczby zespolone
(algebraicy w swoim jezyku bez probleméw widza, ze wzory te odpowiadajg na pytanie,
jak wygladaja wymierne inwolucje w dowolnym ciele). Mozemy jednak p6js$é dalej:
nasze wzory pracuja w dowolnym (naturalnym) wymiarze, opisujac nam geometrycznie
inwolucje — czy znaczy to, ze wzory te sg poprawne réwniez wsréd kwaternionéw,
realizujacych sie jako punkty przestrzeni czterowymiarowej? A co znacza dla innych
wymiaréw, w ktérych punkty nie tworza cialt?

I to jest drugi morat: z problemami jest jak z hydra — gdy utniemy jej jedna gtowe,
w jej miejsce wyrasta kilka nowych.
Marek KORDOS
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