W krainie srednich
Przemystaw GRZEGORZEWSKI"

Zdarza si¢ czasami, ze kiedy po przeprowadzeniu doswiadczenia analizujemy
dane, niektore liczby wygladaja dziwnie — to znaczy inaczej, niz bysmy sie
spodziewali. W statystyce takie obserwacje, ktore sa zdecydowanie wieksze
lub zdecydowanie mniejsze od ogdtu obserwacji nazywa sie obserwacjams
N odstajgcymi (ang. outliers). Bardzo czesto pojawiaja sie one w prébie
w wyniku bledéw popelnionych w trakcie dokonywania obserwacji lub
podczas pbézniejszego przetwarzania danych, na przykltad przy wpisywaniu
danych (przykladowo, wpisanie liczby 98 badz 0,98 zamiast 9,8). Obecnosé
takich blednych wartoéci w prébce moze wplywaé niekorzystnie na wyniki
obliczen. W tym miejscu nasuwa si¢ pytanie, czy nie nalezaloby usuwaé
ze zbioru danych ,podejrzanych” wynikoéw. Jesli jesteSmy przekonani, ze
mamy faktycznie do czynienia z bledem, mozemy to uczynié. Jednakze
nie nalezy tego czyni¢ pochopnie, bowiem obserwacje odstajace nie zawsze sa
efektami bledéw. Czasem sa to wartosci jak najbardziej prawidlowe, tyle ze
pojawiajace sie w danym do$wiadczeniu stosunkowo rzadko.

Mamy, na szczescie, do dyspozycji kilka prostych narzedzi statystycznych
pozwalajacych poradzi¢ sobie ze znieksztalcaniem wynikéw pomiaréow przez
obserwacje odstajace. Dla n-elementowego ciagu obserwacji 1, ..., T,
mozemy obliczyé $rednig wazong, zdefiniowana wzorem

n
(1) Ty = sz’xi,
i=1

gdzie ciag nieujemnych wag w; (i =1,...,n) spelia wy + ... +w, = 1.
Srednie wazone moga réznié¢ sie nie tylko wartosciami wag, ale i sposobem,
w jaki wagi przypisywane sa obserwacjom. W tradycyjnej Sredniej

wazonej (1) i-ta waga w; mnozona jest przez i-ta obserwacje z;, bez wzgledu
na to, jaka warto$¢ przyjmuje z;. W wielu sytuacjach wielce uzyteczne
bywaja jednak takie Srednie, dla ktérych przydzial wag jest uzalezniony

od uporzadkowania obserwacji.

Uporzadkowang $redniqg wazong, czyli w skrécie OWA (ang. Ordered
Weighted Average), nazywamy $rednia, w ktérej i-ta waga w; mnozona jest
przez i-ta co do wielkosci obserwacj¢ z(;), co mozemy zapisac jako

n
(2) OWA (z,w) = Zwix(i).
i=1
W statystyce wyrazenie (2) bywa nazywane L-statystyka. Szczegdlnym

przypadkiem OWA jest tzw. $rednia ucieta, ktérej krancowe pod wzgledem
wielko$ci obserwacje otrzymuja wage réwng zeru. Srednia ucieta definiujemy

wiec jako
1 n—|na
(3) Tt,a = m ' Z Wi (5),
i=|naj+1

gdzie o > 0 jest tzw. wskaznikiem uciecia. Aby wzér (3) mial sens, wskaznik
uciecia nie moze by¢ zbyt duzy, a konkretnie, musi spetniaé¢ ograniczenie
|na] < n/2. Indeks t wystepujacy w symbolu éredniej ucietej (2) pochodzi
od angielskiej nazwy tej Sredniej, trimmed mean. To wlasnie Srednia ucieta
stosuje sie w praktyce po to, by wyeliminowaé¢ wplyw ekstremalnych
obserwacji.

W tym kontekscie $rednia ucigta moze by¢ postrzegana jako narzedzie
pozwalajace wyznaczy¢ przecietng wartosé badanej cechy w taki sposéb, by
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Rozwigzanie zadania F 869.
Zadanie najwygodniej rozwiazywac

w ukltadzie zwiazanym z obracajaca sie
tarcza. Sila tarcia réwna mgf, gdzie m
jest masg pracownika, a g przyspieszeniem
ziemskim, musi by¢ przez caty czas ruchu
nie mniejsza od warto$ci wypadkowej
sumy sil: odsrodkowej i Coriolisa. Sita
odérodkowa i sita Coriolisa sa do siebie
prostopadte i co do warto$ci odpowiednio
réwne mw-r oraz 2wv. Predkosé
pracownika (zgodna z warunkami
zadania) to v = Rw/.

Stad warunek powodzenia zamiaru
pracownika to:

v R?
ngz > W (rz + 47)
772

dla kazdej odlegltosci r pracownika
od $rodka tarczy. Ostatecznie:

2,2 452 4
g’f">w R <1+7r72 .

<)

na obecno$¢ obserwacji odstajacych w prébcee. Tej wlasnosci nie ma
natomiast zwykta Srednia arytmetyczna, ktora przykltada taka samg wage
do wszystkich obserwacji, w tym takze odstajacych.

Tlustracja stosowania $redniej ucietej w zyciu codziennym moze by¢ sposdb
oceny skoczkow narciarskich. Jak wiadomo, skok oceniany jest przez pieciu
sedziow, przy czym faktyczna ocena skoku dokonywana jest na podstawie
trzech ocen pozostalych po wyeliminowaniu dwéch ocen ekstremalnych —
minimalnej i maksymalnej. Celem takiego postepowania jest unikniecie
sytuacji, w ktorej sedzia mialby faworyzowaé skoczka wystawiajac mu note
duzo wyzsza niz pozostali sedziowie, badz tez chciatby oceni¢ skok duzo
gorzej niz inni jurorzy.

Dopuszczajac maksymalny stopien uciecia otrzymujemy srednia ucieta
postaci

T((n+1)/2) dla n nieparzystego,
%(x(n/g) + Z(n/241)) dla n parzystego.

Ten szczegdlny przypadek Sredniej ucietej nazywamy mediang.

(4) med =

Mediana w sposéb oczywisty jest odporna na warto$¢ obserwacji
odstajacych, bowiem, jak wida¢ ze wzoru (4), bazuje wylacznie

na obserwacjach potozonych w samym $rodku uporzadkowanej niemalejaco
probki. W pewnych sytuacjach bywa to zaleta, ale trzeba pamietaé, ze
stosujac zbyt duze ucigcie pozbywamy si¢ nie tylko obserwacji odstajacych,
ale i wielu cennych informacji zawartych w probce. Tak wiec w przypadku
Sredniej ucietej, podobnie jak w Zyciu codziennym, trzeba postepowadé
rozwaznie i nie popadaé¢ w skrajnosci.

Jeszcze innym rodzajem $redniej, uzywanej w statystyce i odporne;j

na obecno$¢ obserwacji odstajacych, jest tzw. srednia winsorowska.
Wyznacza sie ja w sposéb podobny do $redniej ucietej, tyle ze zamiast
eliminowania krancowych obserwacji z uporzadkowanego ciagu, zastepuje sie
je odpowiednio dobranymi warto$ciami. Doktadniej, po uporzadkowaniu
zbioru obserwacji w spos6b niemalejacy, ucinamy ustalong liczbe krancowych
obserwacji (od dotu i od gbry), a nastepnie dopisujemy tyle obserwacji, ile
tacznie ucigliSmy, przy czym polowa sposréd dopisanych obserwacji ma by¢
réwna pierwszej, a potowa ostatniej obserwacji z podzbioru, ktéry pozostal
po ucieciu. W przypadku $redniej winsorowskiej, w przeciwienstwie

do éredniej ucietej, mamy do czynienia nie tyle z eliminacja obserwacji
odstajacych, co raczej z ograniczeniem ich wplywu na wyznaczana

warto$¢ przecietna.

Jak widaé, pojecie wartosci przecietnej, czy tez Sredniej, mimo iz tak
intuicyjne, niekoniecznie musi prowadzi¢ do Sredniej arytmetycznej.
Jakkolwiek jest ona powszechnie i czesto z powodzeniem stosowana

w praktyce, zdarzajg sie i takie sytuacje, w ktérych jej uzycie moze przyniesé
niepozadane efekty. Pamietajmy, ze w wielu sytuacjach dobdr witasciwej
$redniej moze sie okazaé¢ decydujacy dla poprawnosci

uzyskiwanych wnioskéw.
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Przyktadowe 11 warto$ci wynikéw pomiaréw oraz ich $rednia arytmetyczna (A), mediana (M)

i rednia ucigta z parametrem ucigcia o = 0,1 (U). Zestaw danych na rysunku po prawej stronie
rézni sie od tego po lewej tym, ze wartosé pomiaru zaznaczonego pustym kétkiem zostala
(przypadkowo?) zmniejszona dziesigciokrotnie.
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