Zadania z indywidualnoscia
Wiktor BARTOL

Matematyka, zwlaszcza tzw. szkolna, wypracowata przez lata procedury
rozwigzywania okreslonego typu zadan. Gdy rozpoznajemy problem jako
rownanie kwadratowe, w glowie pojawia sie hasto ,bekwadratminusczteryace”

i juz wszystko wiadomo, niezaleznie od tego, jak w rzeczywistosci nazwaliSmy
wspoélezynniki funkeji kwadratowej. Kiedy widzimy wartosé bezwzgledna
wyrazenia, w pierwszym odruchu rozbijamy zadanie na przypadki: gdy wyrazenie
jest dodatnie i gdy jest ujemne. Pierwiastek kwadratowy w réwnaniu sklania

do podniesienia obu stron do kwadratu, by jak najszybciej sie owego pierwiastka
pozbyé. A przeciez wiele zadan ma specyficzna konstrukcje, wlasna
indywidualnoé¢, ktora czesto pozwala stosowaé prostsze lub bardziej eleganckie
metody rozwigzania. Czyz do rozwiazania réownania x2 — 4 = 0 trzeba sie
odwolywaé do wyrodznika funkcji kwadratowej?

Nie zawsze warto poddawac sie pierwszym odruchom. Rozwigzanie omijajace
ogblng procedure, wykorzystujace szczegolne cechy konkretnej sytuacji
matematycznej, daje satysfakcje nie tylko autorowi, ale takze czytelnikom tego
rozwigzania, otwiera umysly i zacheca do poszukiwania wlasnych drég. Nawet
jesli nietypowe rozwiazanie nie jest krétsze od rozwiazania wynikajacego

z procedur, warto je pokazywacé. Ponizej pare przykladéw rozwiazan
standardowych (przez co bedziemy rozumieli rozwiazania ,pierwszego odruchu”)
i niestandardowych (wynikajacych z niepoddania si¢ odruchom). Klasyfikacja
rozwiazan do jednej lub drugiej kategorii jest, rzecz jasna, subiektywna — rézni
ludzie miewaja rézne odruchy — ale ulatwia ujawnienie tego, co okredlilismy jako
indywidualno$é¢ zadania. Niemal wszystkie przyktady, zaréwno standardowe, jak
i niestandardowe, pochodzg z rzeczywistych prac ucznioéw licealnych.

Zadanie 1. Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej f danej wzorem
f(z) =22 — 22 + 10.

Rozwigzanie standardowe: Proste, mamy przeciez wzér na najmniejsza wartos$é
funkeji kwadratowej (gdy takowa warto$¢ istnieje): to ,minus delta przez
cztery a”, wiec obliczamy ,delte”, dopisujemy minus, dzielimy przez 4

i otrzymujemy najmniejsza wartos¢ rowna 9.

Rozwigzanie niestandardowe: x* — 2x 4+ 10 = (z — 1)? + 9, zatem najmniejsza
warto$é funkcja f osiaga wtedy, gdy (x — 1)? = 0 i jest ona réwna 9.

Komentarz: Indywidualnosé tego zadania, jak widaé, polega na tym, ze — wbrew
pozorom — nie wymaga ono teorii funkcji kwadratowej; wystarcza wzory
skroconego mnozenia (mozna nawet nie wiedzie¢ o postaci kanonicznej

takiej funkcji).

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie 2% — 2z + |z — 1| — 1 = 0.

Rozwigzanie standardowe: Nie ma sie nad czym zastanawiaé: rozpatrujemy dwa
przypadki: < 1 oraz x > 1. W pierwszym otrzymujemy réwnanie 22 — 3z = 0,
ktére ma tylko jedno rozwiazanie wsrod liczb mniejszych od 1, mianowicie 0,

w drugim — réwnanie 22 — z — 2 = 0, ktére rozwigzujemy jak kazde porzadne
réwnanie kwadratowe, wybieramy rozwiazanie nie mniejsze od 1, czyli 2.

Rozwigzanie niestandardowe: Moze jednak chwile si¢ zastanéwmy. Rozszerzmy
nieco rownanie:

-2tz —1-1=@ 20+ D) +|lz—-1-2=|z— 1>+ |z —1] -2
Niech t = |z — 1|. Rozwigzujemy réwnanie 2 +t — 2 = 0 i otrzymujemy t = —2
lub ¢ = 1. Pierwsze rozwiazanie odpada (¢ > 0), zatem ¢t = |z — 1| = 1, a stad
xr=01Ilubz=2.

Komentarz: Mila okolicznoéé — wspélczynniki pozwalajg zastosowaé wzor
skréconego mnozenia tak, ze wszystko ladnie si¢ zwija.
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Zadanie 3. Dane sq takie liczby rzeczywiste z,y, ze ;7 = \/75 Oblicz .

Rozwigzanie standardowe: Idac za odruchem przeksztalcania, sprowadzamy
réwnanie do postaci 2z = v/2(z + ¥), skad otrzymujemy y = (v/2 — 1)z
i podstawiamy: A = (2lje (V2 - 1)\/7§ =1- ‘/75

Tty
Rozwigzanie niestandardowe: Oczywiscie x%_y + xL-i-y =1, zatem
Y1 x 1 V2
z+y z+y 2 "

Komentarz: Wniosek — nie nalezy przystepowaé do obliczen z zamknietymi
oczami. Warto dobrze przyjrzeé si¢ zadaniu, by dostrzec jego niezbyt gleboko
ukryta strukture.

Zadanie 4. Niech f bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych
o stopniu co najmniej 1. Wykaz, ze jesli ¢ i d sa réznymi liczbami catkowitymi,
to ¢ — d dzieli f(c) — f(d).

Rozwigzanie standardowe: Musimy przeciez wiedzie¢, jak wielomian wyglada,
wiec niech f(z) = a,2™ + ap_12" "1 + ... + a1x + ag. Wowezas

fle) = f(d) = an(c” —d™) + ap_1(c" 1 —d" 1) + ...+ ai(c — d). Ze wzoréw
skréconego mnozenia wynika, ze kazdy sktadnik sumy jest podzielny przez ¢ — d,
zatem suma f(c) — f(d) jest takze podzielna przez ¢ — d.

Rozwigzanie niestandardowe: Z twierdzenia o dzieleniu wielomianéw z reszta
oraz z twierdzenia Bézout wynika, ze mamy f(z) = q(z)(z — d) + f(d) dla
pewnego wielomianu g (ktérego wspélczynniki takze sa catkowite). Stad
f(e) =q(e)(c —d) + f(d), czyli f(c) = f(d) = q(c)(c — d), gdzie g(c) jest
liczba calkowita.

Komentarz: Trudno uznaé rozwiazanie standardowe za szczegdlnie
skomplikowane, ale o ilez ladniejsze jest to drugie rozwiazanie, odwolujace sie
do twierdzen o podzielno$ci wielomianéw. A przy tym wymaga mniej znaczkow.

Zadanie 5. Zbadaj, czy istnieje taki wielomian f stopnia 3 o wspdlczynnikach
catkowitych, ze f(0) =1, f(1) =2, f(2) =3 oraz f(3) =0.

Rozwigzanie standardowe: Niech f(x) = az® + ba? 4 cx + d bedzie wielomianem
przyjmujacym zadane wartosci. Podstawiamy je i widzimy, ze d = 1, a pozostale
wspolczynniki sg zwigzane uktadem réownan:

at+tb+c+1 =2,
8a+4b+2c+1 = 3,
27a4+9b+3c+1=0.

Rozwigzujemy uklad (dowolna poprawna metoda) i okazuje sie, ze wartosci
wspolczynnikow nie sa catkowite. Tak wiec taki wielomian f o wspélczynnikach
calkowitych nie istnieje.

Rozwigzanie niestandardowe 1: 7 warunkéw zadania wynika, ze jesli f jest takim
wielomianem, to f(3) — f(0) = 27a 4+ 9b + 3¢ = —1. Obie strony drugiej réwnosci
sg liczbami catkowitymi, jednak lewa strona jest podzielna przez 3, prawa nie.
Sprzecznosc.

Rozwigzanie niestandardowe 2: 7 warunkow zadania wynika, ze wyraz wolny
domniemanego wielomianu f ma by¢ rowny 1, a 3 ma by¢ pierwiastkiem
(calkowitym) tego wielomianu o wspétezynnikach catkowitych. Stad liczba 3
powinna by¢ dzielnikiem wyrazu wolnego — a nie jest.

Komentarz: Rzucajac sie do obliczen, przegapiamy fakt, ze niektére informacje
w zadaniu sa zbedne. Po co wiedzieé, ze f(1) =21 f(2) = 37 Rozwiazania
niestandardowe nie zajmuja si¢ uktadem réwnan; kluczem do dowodu jest
podzielnosé.
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Zadanie 6. Niech f(x) = 22 — z + 1. Znajdz wszystkie wartoéci z, dla ktérych
f(f (@) = f(x).

Rozwigzanie standardowe: Po podstawieniu otrzymujemy rownanie
(22 —2+1)2— (22 —2+1) +1 =22 -2+ 1, co po przeksztalceniach prowadzi
do réwnania 2 — 223 + 22 = 22(22 — 22 +1) =0, co daje x =0 lub z = 1.

Rozwigzanie niestandardowe 1: Dla jakich wartosci a zachodzi réwnosé f(a) = a?
Sprawdzamy: a® — a + 1 = a, gdy a = 1. Pozostaje sprawdzié, dla jakich
wartosci ¥ mamy f(x) =1: 2?2 —x+1=1, gdy 22 — 2 =0, a wiec gdy = =0

lub x = 1.

Rozwigzanie niestandardowe 2: Jedli funkcja kwadratowa przyjmuje te samag
warto$¢ w punktach a i b, to punkty te musza by¢ polozone na osi z
symetrycznie wzgledem osi symetrii wykresu funkcji. Dla funkcji f osig symetrii
jest prosta z = 3, zatem z warunku f(f(z)) = f(z) wynika, ze z = § — ¢

if(x)= % + ¢ dla pewnego c. Stad dochodzimy do réwnania

f(f(z)) = (;—kc)z— <;+c>+1:;+c=f(x),

z ktérego otrzymujemy c = % W konsekwencji z = 1, a z symetrii sytuacji mamy
drugie rozwiazanie: ¢ = —% oraz x = 0.

Komentarz: Rozwiazanie standardowe jest dos¢ proste, ale pierwsze rozwiazanie
niestandardowe, cho¢ ideowo do$¢ podobne, wydaje si¢ bardziej przejrzyste,
prostsze sa rownania, jakie trzeba rozwiaza¢. Drugie rozwiazanie niestandardowe
utracito co prawda zalete prostoty, ale opiera sie na innej wtasnosci
funkcji kwadratowej.

x % %

Na koniec przyktad niestandardowego dowodu, ktéry nie pochodzi z prac
uczniowskich (mozna go odnalezé w sieci), ale ma pewna ceche, z powodu ktérej
warto go przytoczy¢. To dowdd faktu, ze

dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba /2 jest liczbg niewymierng.

Przypu$émy, ze n > 2 i istnieja liczby calkowite a i b wzglednie pierwsze takie, ze
Y2 = 7. Wtedy 20" = a”, czyli b" + b" = a™. A to stoi w jawnej sprzecznosci

z Wielkim Twierdzeniem Fermata: dla n > 2 réwnanie ™ + y™ = z" nie ma
rozwiazan w liczbach calkowitych!

Jakaz to cecha powoduje, ze warto zobaczy¢ ten dow6éd? Trudno go okresli¢ jako
prostszy od dowodu standardowego, opierajacego sie na wlasnosciach
podzielnosci, gdyz zawiera potezne narzedzie, zbudowane przez

Pierre’a de Fermata i Andrew Wilesa, daleko wykraczajace poza to, co
moglibyémy nazwaé¢ prawem dowodu do obrony wtlasnej. Z tego samego powodu
trudno tez uznaé¢ go za elegancki. Otdz jest on po prostu. .. zabawny!

W matematyce zdanie staje si¢ twierdzeniem, gdy zostaje wsparte dowodem.
Nierzadkie sa jednak przypadki, gdy po udowodnieniu twierdzenia zaczynaja
pojawiaé sie publikacje proponujace inny jego dowdd. Dlaczego dowodzi sie
czego$, co juz zostalo udowodnione? Po pierwsze dlatego, ze nieustannie trwa
poszukiwanie dowoddéw prostych i tadnych. Po drugie za$ dlatego, ze nowy dowdd
czesto odwoluje sie do zupelnie innych wlasnosci matematycznych niz
poprzednie, co pozwala zobaczy¢ samo twierdzenie pod innym katem i lepiej
zrozumieé jego miejsce wsrod innych. Co wida¢ na podanych wyzej

prostych przyktadach.
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