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Teoria graféw to galaz matematyki, do ktérej powstania impuls dato liczace sobie
juz ¢éwier¢ tysiaclecia stynne zagadnienie mostéw krolewieckich, rozwiazane przez
Leonharda Eulera. Osobiscie lubie patrze¢ na matematyke nie tylko jako na zbiér
probleméw ciekawych samych w sobie, ale réwniez jak na model rzeczywistosci,
narzedzie pozwalajace efektywniej radzi¢ sobie z rzeczywistymi zmartwieniami.
Obecnie teoria graféw staje sie jednym z najpopularniejszych takich narzedzi,
uzywanym chetnie przez matematykéw (na rzecz innych galezi tej nauki),
informatykéw, fizykow, chemikéw, a nawet socjologéw. Niniejszy artykul ma

na celu przedstawienie tego, jak zagadnienie kolorowania graféw stuzyé¢ moze

za narzedzie przydatne w przydzielaniu czestotliwoéci nadajnikom w jednym

z modeli sieci radiowej.

Problem nadajnikéw

Nasze rozwazania zaczniemy od rzeczywistego zagadnienia. Wyobrazmy sobie, ze
mamy sie¢ nadajnikéw/odbiornikéw radiowych (telefonii komérkowej) — kazdy
nadajnik ma ograniczony zasieg bezposredniej komunikacji z innymi
nadajnikami. Urzadzenia nadajace na tej samej czestotliwosci maja to do siebie,
ze moga sie wzajemnie zagluszaé, interferowaé¢ — tzn. jesli pewien nadajnik
wStyszy” jednoczesnie sygnaly z dwoch innych, to tak naprawde nic ,nie styszy”.
Zakladamy, ze stacje znajdujace si¢ w swoim zasiegu (czyli mogace ,rozmawia¢”
bezposrednio miedzy soba) szybko uzgodnia nadawanie i nie beda jednoczesnie
wysytaé¢ wiadomosci do wspdlnego sasiada. Problem pozostaje z takimi stacjami,
ktére nie moga sie komunikowaé bezposrednio (sa poza swoim zasiegiem), ale
maja inna stacje w swoim wspélnym zasiegu — a zatem mogg sie

czasem zagluszac.

Jak mozna zapobiec zagluszaniu w takich przypadkach? Mozemy przydzieli¢
kazdej stacji pewien odcinek czasu (tzw. szczeline czasowa) w taki sposéb, aby
nadajniki potencjalnie konfliktowe otrzymaly roztaczne odcinki czasu. Ale jak to
zrobi¢? Z pomoca przyjdzie nam teoria graféw!

Klasyczne i utamkowe kolorowanie graféow

Przypomnijmy, ze grafem nazywamy pare (V, E), gdzie V to zbiér wierzchotkéw,
a F to pewien zbiér par wierzchotkéw z V nazywanych krawedziami.

W naturalny sposéb przedstawimy konflikty w naszej sieci w postaci grafu:
wierzchotki beda odpowiadaé¢ nadajnikom, a krawedziami potaczymy te
nadajniki, ktore moga sie zagluszaé, tzn. te, ktore sa poza swoim zasiegiem, ale
maja inny nadajnik w swoim wspélnym zasiegu. Obok mamy przyktad tworzenia
grafu konfliktéw pewnej sieci — kolorowe linie oznaczajg konflikt, czyli

krawedz w grafie.

Przyjmijmy w tworzonym modelu, ze wszystkie nadajniki sa réwnie wazne,

tzn. w ramach cyklu pracy kazda stacja ma otrzymaé pewna jednostke czasu
dostepnego do nadawania. Nasze pierwsze podejsécie bedzie nastepujace: jeden
cykl nadawania bedzie sktadatl si¢ z k ponumerowanych liczbami 1,...,k
odcinkéw czasu jednostkowej dlugosci i bedziemy starali sie tak przydzieli¢
wierzchotkom liczby, aby wierzcholtki polaczone krawedzia (sasiedzi w grafie)
otrzymaly rézne odcinki czasu. Im mniejsze k, dla ktérego uda si¢ to zrealizowaé,
tym lepiej — cykl nadawania bedzie krotszy przy tej samej skutecznosci. To, co
wlasnie opisaliSmy, to tak naprawde klasyczne zagadnienie kolorowania grafu:

k-kolorowaniem grafu G nazywamy takie przyporzgdkowanie wierzcholkom
kolorow sposrod k kolorow, ze kazde wierzchotki polgczone krawedzig majq
rézne kolory.

Liczbe chromatyczng x(G) definiujemy jako minimalne k, dla ktdrego istnieje
k-kolorowanie grafu G.
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Przyktad schematu nadawania
dtugosci 2,5 — wyrazna oszczedno$cé.

Ten graf wymaga czterech koloréw.

Siedem koloréw wystarczy
(przekatne szesciokatéw maja dlugosé 1).

Zatem w naszym podejsciu najlepszy przydzial szczelin czasowych odpowiada
kolorowaniu grafu G sieci na x(G) koloréw.

A gdyby$my podzielili odcinki czasu przydzielane nadajnikom na mniejsze
kawalki, powiedzmy dlugosci 1/d? Nadal wymagamy, aby w jednym cyklu pracy
kazdy nadajnik otrzymal sumarycznie jedna jednostke czasu, ale tym razem
podzielmy caly cykl pracy (ponownie k& odcinkéw) na odcinki dtugosci 1/d.

Z tego wynika, ze kazdy nadajnik powinien otrzymac¢ d odcinkéw, czyli d réznych
liczb — sprowadza si¢ to do tzw. utamkowego kolorowania graféw:

(k, d)-kolorowaniem grafu G nazywamy takie przyporzedkowanie wierzcholkom
d-elementowych zbioréw koloréw sposréd k koloréw, zZe kazde wierzcholki
polgczone krawedzig otrzymugjg rozlgczne zbiory

Ulamkowg liczbe chromatyczng x7(G) grafu G definiujemy jako kres dolny
liczb k/d, dla ktérych istnieje (k,d)-kolorowanie grafu G.

Warto zwroécié uwage na fakt, ze utamkowa liczba chromatyczna danego grafu
jest zawsze nie wieksza niz liczba chromatyczna — wynika to z faktu, ze

(k, 1)-kolorowanie jest tym samym co k-kolorowanie. Oznacza to, ze podejscie

utamkowe moze daé tylko oszczednosé w stosunku do klasycznego kolorowanial

Podkresdlmy, ze utamek k/d odpowiada dlugosci jednego cyklu pracy, przy caly
czas ustalonej skutecznosci jednego cyklu. A zatem dazymy do cyklu pracy
dtugosci xf(G).

Jak znalezé przydzial czasé6w?

Jak wiec mozemy znalezé konkretny schemat nadawania? Niestety, sprawa
nie jest tatwa.

Wydaje sie, ze moga by¢ dwa podejscia:

I. Obliczeniowe: stosowanie algorytméw kolorowania do konkretnych
sieci/graféw;
IT1. Uniwersalne: uzycie narzedzi teoretycznych do uzyskania uniwersalnych
rozwiazan.

W przypadku I problem polega na tym, ze nie znamy szybkich algorytméw
kolorowania graféw — zaréwno w przypadku klasycznego kolorowania,

jak 1 w ulamkowej wersji. Oznacza to, ze dla matych graféw znajdziemy
optymalne rozwiazanie, ale w przypadku wiekszych graféw optymalne
rozwiazanie (x(G) badz xf(G)) jest poza zasiegiem mozliwosci obliczeniowych
dzisiejszych komputeréw. Mozna wtedy stosowac¢ tzw. algorytmy przyblizone:
takie, ktére dzialaja w rozsadnym czasie, ale najpewniej nie podadzg nam
najlepszego kolorowania, a jedynie jakies ,niezle” (zazwyczaj uzywajace o wiele
wiekszej liczby koloréw niz teoretycznie niezbedna).

Okazuje sie, ze w przypadku II mozna zaproponowaé tak naprawde uniwersalna
makiete wykorzystujaca taka skonczona liczbe koloréw, ktéra zadziata dla kazdej,
dowolnie skomplikowanej sieci nadajnikéw. Nie jest to oczywiste, bowiem ogdlnie
dla kazdego k istnieje graf, ktéry wymaga wiecej niz k koloréw (i podobnie dla
ulamkowej wersji kolorowania). Jednak geometryczne wlasnosci ukltadu
nadajnikow upraszczaja sytuacje.

Kolorowanie ptaszczyzny

Przed przedstawieniem wspomnianej makiety przyda sie wstep historyczny. Otéz
w latach 60. XX wieku Edward Nelson zadal nastepujace pytanie:

ile koloréw potrzeba, aby pokolorowad (nieskoniczony) graf Gy, ktdrego
wierzcholkami sq wszystkie punkty plaszczyzny euklidesowej R?, a dwa
punkty/wierzcholki sq polaczone krawedziq, jesli znajdujq sie w odleglosci
dokladnie 17

By¢ moze w pierwszej chwili to zaskakuje, ale taki graf mozna pokolorowaé
na 7 koloréw. Mimo sporego zainteresowania tym problemem nie udalo sie
poprawi¢ znanego od kilkudziesigciu lat oszacowania 4 < x(G1) < 7.
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Najoszczedniejsze znane kolorowanie
klasyczne (Srednica szesciokatéw to 1).

Dalszy tok dzialania bedzie taki, ze punkty na plaszczyznie beda oznaczaly
wszelkie mozliwe miejsca, gdzie moze znalezé¢ sie nadajnik. Postawmy pytanie:

w jakiej odleglosci moga sie znajdowaé¢ nadajniki konfliktowe, gdy zasieg kazdego
nadajnika jest réwny 1?7 Potencjalnie konfliktowa jest kazda para nadajnikow

w odleglodci z przedziatu (1,2) — tylko wtedy nadajniki nie moga sie kontaktowaé
bezposrednio, ale moga (choé nie musza) mieé¢ inny nadajnik we wspélnym
zasiggu. Zastapmy wiec graf G grafem G:

e zbiér wierzchotkéw to R?;
e krawedzia taczymy punkty lezace w odleglosci z przedziatu (1,2).

Kolorowanie tego grafu bedzie stanowilo uniwersalng makiete: wystarczy potozyé
konkretna sie¢ na plaszczyznie makiety, odczytaé kolory poprawnego kolorowania
tej sieci, a co za tym idzie, poprawny schemat nadawania.

Najpierw wiec pokolorujmy Gs w klasyczny sposob. Oto najlepszy znany wynik.
Twierdzenie 1 ([1)). Istnieje 12-kolorowanie grafu G.
Takie kolorowanie daje uniwersalny cykl nadawania dlugosci 12.

Teraz obejrzymy przyktad oszczednosci za pomoca
utamkowej wersji kolorowania.

Twierdzenie 2 ([2]). Istnieje (100,9)-kolorowanie grafu Gs.

Takie kolorowanie daje uniwersalny cykl nadawania dtugosci

w_ L

9 9
Rysunek wymaga objaénienia, bo powinien by¢
tréjwymiarowy: Wyrdznione pary szedciokatéw z liczbami
od i do viii to fragmenty kolejnych warstw ulozonych
z tych samych stu, ale oczywiscie odpowiednio przesunietych
koloréw (te szeSciokaty odpowiadaja kolorom 1 i 2,
a pozostale sa usytuowane wzgledem nich tak, jak na dolnej
warstwie) — warstw jest 9, co oznacza, ze kazdy punkt
ma 9 koloréw.

Rozwijajac te metode, mozna znalezé kolejne kolorowania, dazace do wartosci
~ 10,679 (np. dla k = 7225 i d = 676 otrzymujemy jakos¢ lepsza niz 10,69).

Im wigksze d, tym drobniejszy podziat cyklu nadawania na kawatki — ale zbyt
mocny podzial moze z technicznych powodéw byé¢ niemozliwy do zastosowania.

Dla bardziej skomplikowanych figur i naprawde bardzo duzych d mozna jednak
zej$¢ nawet ponizej 10.

Twierdzenie 3 ([2]). Istnieje cigg (ki,d;)-kolorowan Gq taki, ze

M 9800,

; 1—00

Na koniec warto zwrdci¢ uwage na fakt, iz zastosowanie uniwersalnej makiety
nie tylko nie wymaga obliczen dla kazdej nowej sieci, ale nawet dziata

w przypadku nadajnikéw ruchomych — nie trzeba niczego wylicza¢ na nowo,
wystarczy uwzglednia¢ przesuwanie sie nadajnikéw zgodnie z makieta. Czasem
teoria ma naprawde wielka, site!
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