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Podobny problem byt rozwazany

w artykule J. Gérnickiego Lew i czlowiek
w Delcie 2/2013. Wtedy mysliwy byt

w troche lepszej sytuacji, poniewaz gonit
go tylko jeden lew.

Rys. 1

Rys. 3

Lemat 1 jest prawdziwy dla dowolnego
wielokata wypuklego.

Na towy!
Jarostaw GORNICKI*

Epizod 1

Stado lwic Lq, Lo, ..., L,, gdzie n > 3, oraz mysliwy M (rozwazani jako punkty
plaszczyzny euklidesowej) poruszaja sie z réwnymi maksymalnymi predkoéciami.
Kiedy mysliwy ma skuteczng strategie ucieczki przed grupa lwic? Kiedy lwice
maja skuteczng strategie pochwycenia mysliwego w skonczonym czasie?

Oznaczmy przez L;(t), M(t) polozenia ,uczestnikéw” polowania w czasie t > 0
i niech conv{L;(0), L2(0), ..., L,(0)} oznacza najmniejszy zbiér wypukly
zawierajacy wszystkie punkty L;(0), 7 =1,2,...,n.

Twierdzenie 1. Jezeli M = M(0) nie jest punktem wewnetrznym zbioru
C =conv{L1(0), L2(0),...,L,(0)} i M # L; dla kaZdego j € {1,2,...,n}, to
istnieje strategia pozwalajgca mysliwemu na ucieczke przed kazdg lwicg L.

Dowod. W opisanej sytuacji istnieje taka prosta k przechodzaca przez punkt M,
ze zbiér C lezy w jednej pélplaszezyznie (domknietej) ograniczonej prosta k.
Niech p bedzie pélprosta o poczatku w punkcie M prostopadia do prostej k,
lezaca w pélplaszczyZnie niezawierajacej zbioru C (rys. 1). Wowczas Czytelnik
Whikliwy tatwo sprawdzi, ze mysliwy moze uciec przed wszystkimi lwicami,
poruszajac sie z maksymalna predkoscia wzdtuz poélprostej p. O

Ale moze si¢ zdarzyé, ze mysliwy wpadnie w putapke zastawiong przez lwice. . .

Twierdzenie 2. Jezeli M = M(0) jest punktem wewnetrznym tréjkgta
L1(0)L2(0)L3(0), to istnieje strategia gwarantujgca tym trzem lwicom
pochwycenie mysliwego w skoriczonym czasie.

Dowdad. Opracowujac strategie polowania dla lwic, bedziemy zadali, by:

(a) lwice natychmiast reagowaly na zmiany kierunku ucieczki mysliwego,

(b) w kazdej chwili ¢ my$liwy nalezal do wnetrza obszaru wyznaczonego przez
aktualne pozycje lwic,

(c) odleglo$é mysliwego od kazdej lwicy nie powiekszala sie,

(d) lwice nie potrzebowaly zewnetrznego koordynatora ani nie tracily czasu
na wymiane informacji z otoczeniem.

Uwzgledniajac te wymagania, wskazemy kierunek pogoni kazdej Iwicy L;
w zaleznosci od kierunku ucieczki mysliwego.

Zalézmy, ze mysliwy M ucieka z predkos$cia wskazana przez wektor u, a kazda
lwica L; Sciga go z predkoScig wskazana przez wektor ¥}, taka, ze |U;| = |4
(gdzie |u| oznacza dlugosé wektora @), poniewaz wszyscy poruszaja sie z réwnymi
maksymalnymi predkosciami (rys. 2). Wyznaczymy teraz wektor predkosci v;.
Niech 12'} bedzie rzutem prostopadiym wektora @ na prosta L; M, a ﬁ? bedzie
rzutem prostopadlym wektora @ na prosta prostopadla do prostej L;M
wystawiong w punkcie M. Nastepnie w punkcie L; zaczepiamy wektory sktadowe:
2 ol i)

17]2-, taki, ze U5 = ﬁ? i wektor 17]1 o zwrocie w kierunku punktu M, taki, ze |’UJ | = |uj

Woéwczas wektor U; = 17]1 + 17]2 wskazuje predkos¢ poruszania si¢ Iwicy L;.

Po uptywie czasu ¢ > 0 polozenia uczestnikéw polowania ilustruje rysunek 3.
Z przedstawionej konstrukeji wynika, ze L; M || L;(¢t)M(t) dla j = 1,2, 3, wiec
punkt M (¢) jest punktem wewnetrznym zbioru conv{Lq(t), L2(t), Ls(t)}.
Ponadto odlegltos¢é miedzy punktami M (t) a L;(t) nie wzrosta.

Ostatnia obserwacje mozna istotnie wzmocnié, korzystajac z nastepujacego
lematu.

Lemat 1. Jezeli M jest punktem wewnetrznym tréjkgta Ly LoLs, to istnieje taki
—
kat ostry vy, ze dla pewnego jo, |X(4,d;,)| < v, gdzie & = ML;, j =1,2,3.
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Dowdéd lematu. Pétproste o poczatku w punkcie M zgodne z wektorami a;
rozcinaja plaszczyzne na trzy katy o mierze mniejszej niz w. Jezeli najwiekszy
z nich ma miare (3, to v = g spelnia warunki lematu. O

Co stad wynika? Zauwazmy, ze w kazdym momencie trwania poscigu uktad
wektoréw @; = M (t)L;(t) pozostaje wzgledem siebie niezmieniony. Gwarantuje
to, ze w kazdym momencie pocigu istnieje taki wektor d;, ze |X (4, d@;)| < 7,
gdzie 7 jest katem z lematu 1. Poniewaz

|| = |i3] < ] - sinn,

9] = /15512 — 1822 > /[l — ([l -sin7)? = || - cos .

Skoro wektor ¥} jest skierowany w strong punktu M, a wektor @} jest skierowany
do punktu L;, wiec odlegto$¢ miedzy punktami M i L; maleje z predkoscig
nie mniejsza niz |4 - cosy. Oznacza to, ze suma odleglosci |M Lq| + |M La| + | M Ls|
maleje z predkoscia nie mniejsza niz |i| - cosy. Stad wynika,
Przedstawiong strategie polowania lwic ze lwice ztapia mysliwego w skonczonym czasie, co konczy dowod twierdzenia. O
moze wykorzysta¢ grupa n > 3 okretéw
g‘; gzzzz&:ygfgéihﬁ;fgﬁig;(;gsiqpi Uwaga. Sytuacja komplikuje sie, gdy grupa polujacych lwic zostaje zmniejszona.
szybciej, gdy predkosé okretow ~ Moze si¢ zdarzy¢ tak, ze wyeliminowanie okreélonej lwicy daje mysliwemu szanse
gﬁf;ioyggia?;gj;'W‘kaza niz predkosta skuteczng ucieczke. Jedli M ¢ conv{{Ly, Ly, ..., Ly} \ {Lx}}, to na mocy
twierdzenia 1 my$liwy moze uciec po wyeliminowaniu lwicy L. Sytuacja ta
wymaga jednak od mysliwego wiedzy na temat wszystkich goniacych go lwic
w kazdej chwili ¢, a takze zastanowienia — spelnienie tego warunku moze
by¢ trudne. . .

wiec

Epizod 2

Stado ptakéw Py, Ps, ..., P,, gdzie n > 4 oraz mucha M (rozwazane jako punkty
przestrzeni euklidesowej) poruszaja sie z réwnymi maksymalnymi predkosciami.
Kiedy mucha ma skuteczng strategie ucieczki przed stadem ptakow? Kiedy ptaki
moga pochwyci¢ muche w skoniczonym czasie?

Nastepujaca obserwacje mozemy uzasadnié, opierajac si¢ na tym samym
pomysle, co w dowodzie twierdzenia 1.

Twierdzenie 3. Jezeli M = M(0) nie jest punktem wewnetrznym zbioru
C =conv{P,P,,...,P,} i M # P; dla kazdego j € {1,2,...,n}, to mucha M
ma skuteczng strategie ucieczki przed kazdym ptakiem Pj.

Dowdd kolejnego twierdzenia bedzie wymagal wigcej pracy.
Twierdzenie 4. Jezeli M = M (0) jest punktem wewnetrznym czworo$ciany

P;, P;,P;, P;,, gdzie ji, ja,J3,54 € {1,2,...,n}, to istnieje strategia gwarantujgca
ptakom pochwycenie muchy w skoriczonym czasie.

P,

Dowdd. Rozwazmy czworoscian Py P, P3 Py. Zatézmy, ze mucha M porusza

si¢ z predkoécig wskazang przez wektor «. Wéwczas ptak P; powinien

przemieszczaé si¢ z predkoscia wskazana przez wektor ¥, ktory teraz

wyznaczymy. Niech 12']1 bedzie rzutem prostopadlym wektora o

na prostg M P;, a ﬁ? bedzie rzutem prostopadlym wektora i
na plaszczyzne przechodzaca przez punkt M i prostopadtla

p, do prostej M P;. Nast¢pnie w punkcie P; zaczepiamy taki
wektor 17}2-, ze 17]2- = 12'? (lezy on w plaszczyZnie prostopadiej

do prostej P;M przechodzacej przez punkt P;) oraz

wektor ¥} o zwrocie w kierunku punktu M, taki, ze |17J1| = |1_[J1|

Woéwcezas wektor v = 17; + 17? wskazuje predkosé poruszania
sie ptaka P; (rys. 4). Konstrukcja ta (nawet dla liczniejszego

' stada ptakéw) nie powigksza zadnej odleglodci miedzy mucha M

N

—
Rys. 4 a ptakiem P; oraz nie zmienia wzajemnego polozenia wektoréw a; = MP;.
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Skutecznoscé tej strategii wynika z nastepujacego lematu.

Lemat 2 jest prawdziwy dla dowolnego Lemat 2. Jezeli M jest punktem wewnetrznym czworoscianu Py Po P3Py, to
wielo§cianu wypuklego.

istnieje taki kqt ostry (3, Ze dla pewnego jo, |X(4,d,,)| < B, gdzie & = MP;,
j=1,2,3,4.

Dowdd lematu. Polproste o poczatku w punkcie M zawierajace wektory

a; = J\ﬁj, j=1,2,3,4, dziela przestrzen na cztery katy wieloscienne (kazdy taki
kat wielodcienny jest wyznaczony przez trzy katy plaskie o wspdlnym
wierzcholku M generowane przez trzy rézne pélproste). W kazdym wieloscianie
MP;P; Py, gdzie i, 4,k € {1,2,3,4} 1 liczby ¢, j, k sa parami rézne, rzutujemy
prostopadle punkt M na plaszczyzne tréjkata P;P;Py. Rzut ten oznaczamy
przez Ry, gdzie h € ({1,2,3,4}\ {4, 4, k}). Wowezas kazdy z katéw plaskich
RyMP;j, gdzie j # h i j,h € {1,2,3,4}, jest ostry (bo M jest punktem

P, wewnetrznym czworo$cianu P P, P3 Py). Niech
T
1 RyMP;| =8 < —.
@ j,he{lfzn%ﬁ},j#hlq WPl =0 <5

Wektor @ (predkosci muchy M) zawiera sie w pewnym kacie tréjsciennym

M P; P;Ry,. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, Ze jest to kat tréjscienny M P Py Ry
Py (rys. 5), w ktérym zgodnie z opisem prosta M Ry jest prostopadta do plaszczyzny

&7, wyznaczonej przez punkty Pi, Py, Ro. Niech prosta zawierajaca wektor 4 przebija
& powierzchnie tréjkata P) PyRs w punkcie D. Wowczas
(2) |PrD| + |DPy| < |PiRa| + | Ry Pyl.
P,
! Rzeczywiscie, gdy przedluzenie odcinka PyD przecina bok P; Ry w punkcie E
Rys. 5 (rys. 6), to korzystajac z nieréwnosci tréjkata, mamy
R |P\D| < |PLE|+|ED| i |PyD|+ |DE| < |ERz|+ |R2Pyl.
Dodajemy te nieréwnoéci stronami, a nastepnie od obu stron nieréwnosci
E odejmujemy wielkosé¢ |ED| i otrzymujemy (2).
o _— . g

(3) | (i, MPy)| + [ (i@, MPy)| < [XReMPy| + [XRo M Py.

P P,
' ! Gdy na ptaszczyznie IT wykreslimy trojkaty RoM Py, RoM P, tak, ze punkty

Rys. 6 Py i P, leza po réznych stronach prostej M R, rys. 7, to punkty P, Rs, Py leza

na prostej (bo odcinek Ry M jest prostopadly do plaszczyzny tréjkata Py RoPy).

M Nastepnie na plaszczyznie II w kacie Py M P, wykreslamy tréjkat Py M F
—
podobny do tréjkata PyM D, gdzie |<PyMF| = |« (d, MP1)| i |PF| = |P,D|
i |[MF|=|MD| > |MRs|, oraz trojkat P;MG podobny do tréjkata P4M D,
—
gdzie | X PAMG| = | (4, MPy)| 1 |P4G| = |P4D| i |MG| = |MD| > |MRy|, rys. 7.
Ry Wéwezas na podstawie nieréwnosci (2) prawdziwa jest nieréwnosé (3).
A—va ] _—h o
F K Z nieréwnosci (3) oraz z warunku (1) wynika, ze
N — N —

Rys. 7 |(d@, MP1)| + [ (@, MPy)| <26,

czyli jeden z katéw (@, M Py) lub (4@, M P,) ma miare nie wigksza niz (.
Oznacza to, ze w kazdym momencie poscigu istnieje j € {1,2,3,4}, takie, ze
| (@, dj)| < B

To konczy dowdd lematu; dalej dowdd twierdzenia 5 przebiega analogicznie
do dowodu twierdzenia 2. O

Dla obiektéw poruszajacych sie z identycznymi predkosciami maksymalnymi
istnieja na plaszczyznie i w przestrzeni modele pulapek i strategie polowarn

o stuprocentowej skutecznosci, przynajmniej teoretycznie. Dodatkowo, dzieje sie
to przy zalozeniu braku wymiany informacji miedzy goniacymi i nie wymaga
koordynatora! Ten ostatni element stwarza jednak pewne ryzyko w praktycznych
zastosowaniach tej teorii: uruchomionym poécigiem nie mozna sterowaé. Wydaje
sie, ze tego typu strategie moga by¢ stosowane w programowaniu, grach
ekonomicznych i wojennych, a moze takze na poziomie molekularnym,

np. do zwalczania groznych komérek — to jednak temat na inny artykut.
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