Rozwigzanie zadania F 867.

W warunkach zadania masa wody dm
parujaca w bardzo krétkim czasie dt jest
proporcjonalna do pola powierzchni
wody S, czyli dm = « - Sdt, gdzie « jest
wspoélezynnikiem proporcjonalnosci.
Zmiana poziomu wody w akwarium dh
wigze sie ze zmiang jej masy zaleznoscia
dm = p - Sdh, gdzie p — gestosé wody.
Stad dh = (a/p) - dt. Tak wigc w stalych
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wody jest proporcjonalna do czasu. Jezeli
wiec przez dwie doby poziom wody
obnizy! si¢ o 1 centymetr, to cata woda,
przy glebokosci akwarium réwnej 15 cm,
wyparuje po 30 dobach.

Informatyczny kacik olimpijski (77): Wybrakowany ciag

W tym miesiacu oméwimy zadanie Sequence, ktore pojawilo sie na tegorocznej
edycji Baltyckiej Olimpiady Informatycznej. Na tablicy napisano n kolejnych
liczb catkowitych p,p+1,...,p + n — 1. Nastepnie z kazdej liczby usunieto
wszystkie cyfry oprécz jednej. Znajac ciag n cyfr dg,dy,...,d,—1, ktére
pozostaly na tablicy, nalezy wyznaczy¢ minimalng warto$é¢ p, od ktorej mégt
zaczynad sie pierwotny ciag.

Przyktadowo, ciag cyfr 2,8,4, 3,1 mbgt powstac z pieciu kolejnych liczb
naturalnych w nastepujacy sposob: 427,428,429, 430, 431.

Zacznijmy od prostej obserwacji, ze dla kazdego ciggu cyfr szukana liczba p
istnieje. Wystarczy zauwazyé, ze dla p = 1234567890 - 1019810 1 wszystkie liczby
z ciagu p,p+1,...,p+n — 1 zaczynaja sie od prefiksu zawierajacego wszystkie
mozliwe cyfry.

Zadanie jest nietatwe i tylko jeden z uczestnikéw olimpiady zdobyl za nie
maksymalng liczbe punktéw. Kluczowe dla rozwiazania jest przyjrzenie sie cyfrze
jednosci liczby p; oznaczmy ja przez x. Wyznacza ona jednoznacznie cyfry
jednoéci pozostalych liczb pierwotnego ciggu — beda to kolejno

o=z, x1=(x+1)mod10, ..., z,-1=(r+n—1)mod]10.
Jedli z; = d;, to pozostale cyfry i-tej liczby moga by¢ dowolne. W przeciwnym
przypadku cyfra d; musi sie pojawi¢ na dalszej pozycji w i-tej liczbie. Podzielmy
teraz poszukiwany cigg na bloki zaczynajace sie na takich pozycjach, ze i = 0 lub
x; = 0. Kazdy blok (oprécz pierwszego i ostatniego, ktére moga by¢ krétsze)
zawiera 10 liczb, ktére w pierwotnym ciggu beda sie r6zni¢ jedynie na cyfrze
jednosci. Zatem ich wspélny prefiks bedzie musial zawieraé wszystkie cyfry
ze zbioru {d; | i < j < i+ 10, x; # d;}, gdzie 7 jest poczatkowa pozycja bloku.
Mozemy wiec rozwazy¢ 10 razy krotszy ciag — jego elementy beda zbiorami cyfr,
ktore musza wystapi¢ w kolejnych blokach, i powtorzyé powyzsze rozumowanie.

Zatem zadanie rozwiazujemy rekurencyjnie: dla danego n-elementowego ciagu
Dy, ..., D,_1, zawierajacego zbiory cyfr, ktére maja wystapi¢ w kolejnych
liczbach, nalezy wyznaczy¢ minimalne p. Jedli n = 1, to odpowiedzig jest liczba
zawierajaca wszystkie cyfry ze zbioru Dy (w kolejnosci rosnacej). Dla n = 2
mamy dwa przypadki: albo x # 9 i wtedy liczby maja ten sam prefiks, wiec
rekurencyjnie znajdujemy rozwiazanie dla zbioru cyfr

(Do — {z}) U (D1 — {z + 1}), albo = 9 i rekurencyjnie rozpatrujemy ciag

Dy — {9}, D1 — {0}, wiedzac, ze nie oplaca nam si¢ wigcej rozpatrywaé drugiego
przypadku. Zatem rozwigzanie dla ciagéw dlugosci n < 2 znajdujemy

w czasie staltym.

W koncu dla n > 3 przegladamy wszystkich 10 kandydatéw x na cyfre jednoéci p.
Dla kazdego z nich budujemy ciag o dtugosci n’ < L%J + 2 < n, zawierajacy
sumy zbioréw dla kolejnych blokéw, i rekurencyjnie wyznaczamy dla niego
warto$é p’(x). Szukane p to minimum ze zbioru {10 - p'(z) + = | 0 < z < 9}.

Ztozono$é czasowa algorytmu wyraza sie wzorem rekurencyjnym
T(1)=T(2)=0(1), T(n)=10-(T(|%]+2)+0(n))),
ktérego rozwiazaniem jest T'(n) = O(nlogn).

Niestety, powyzszy algorytm ma dos¢ istotny feler — dziata przy zatozeniu, ze
liczby w pierwotnym ciagu moga mieé¢ zera wiodace (np. dla n =1 i zbioru
Dy ={0,1,3,7} konstruujemy p = 0137 zamiast poprawnego p = 1037).
I, jak to zwykle bywa w zadaniach tego typu, naprawienie tej usterki wymaga
do$¢ zmudnego przyjrzenia sie poszczegélnym przypadkom, w ktérym takie zero
moze sie¢ pojawi¢. W szczegoélnosci, gdy cyfra jednosci jednej z liczb nalezacej
do bloku jest ,istotnym” zerem (czyli ; = 0 oraz 0 € D), wygodnie jest
dorzuci¢ do zbioru D odpowiadajacego temu blokowi dodatkowy element
sygnalizujacy, ze w p musi wystapi¢ jakas niezerowa cyfra. Szczegdly techniczne
pozostawimy do dopracowania Czytelnikom.
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