Sprébuj zostaé¢ Archimedesem

Jeden ze sposobow obliczenia pola odcinka paraboli,
czyli ograniczonej sposrdd czesei, na jakie dzieli
plaszczyzne parabola i jej cieciwa, zaproponowany
przez Archimedesa, jest nastepujacy: przez érodek
cieciwy (nazwijmy ja AB) prowadzimy prosta
rownolegla do osi paraboli i uzyskujemy w przecieciu

z parabolg punkt C,

4
pole odcinka paraboli to 3 pola tréojkata ABC.

Dlaczego tak jest i jak on na to wpadt?

O paraboli mozna bez konca.

Jest to tor pocisku wyrzuconego uko$nie
w jednorodnym polu grawitacyjnym
(oczywiscie w prézni).

Albo przecigcie powierzchni stozka
plaszczyzng réwnolegly do jednej z jego
tworzacych.

A takze wykres funkcji kwadratowej
az® + bz + ¢

— mozna ten wykres przesunaé tak, ze
bedzie to funkcja az?, gdzie widaé, ze ma
on o$ symetrii, prosta z = 0 (jes$li punkt
(z,y) nalezy do wykresu, to punkt (—z, y)
tez).

Przez obracanie paraboli dokota jej osi
otrzymamy lustro, ktére réwnolegte do osi
promienie skupi w jednym punkcie,
zwanym ogniskiem paraboli.

Jesli poprowadzimy prosta prostopadla
do osi tak, by $rodkiem odcinka
utworzonego przez jej punkt przecigcia

z osig i ogniska byl punkt przeciecia osi
parabola (wierzcholek paraboli), to kazdy
punkt paraboli bedzie w tej samej
odleglosci od tej prostej (zwanej
kierownica) i od ogniska.

A w biegunowym uktadzie wspdlrzednych,
ktérego Srodkiem bedzie ognisko, a katy
mierzy¢ bedziemy od odcinka
ognisko-wierzchotek, to parabole¢ opisze
réwnanie r = p/(1 + cos ¢), gdzie p to
odlegloéé ogniska od kierownicy.

I tak dalej. ..

Co wiedzial od poprzednikéw?
Od Eudoksosa (ktérego w wielu miejscach podziwia) pochodzi

Zasada wyczerpywania, ktora glosi

jesli z jakiegs figury plaskiej wyjmiesz wiecej niz polowe, z tego, co zostanie,
znow wyjmiesz wiecej niz potowe i bedziesz tak postepowal dalej, to suma
pol wyjetych czesci dowolnie doktadnie przyblizy pole tej figury.

Dowdd tego faktu jest indukcyjny. Oznaczmy wiec poszukiwane pole figury
przez S, a kolejno wyjmowane fragmenty (nie musza by¢ w jednym
kawalku) przez Uy, Us, Us, ... Wykazemy, ze

(%)
Dla n = 1 mamy tak z zalozenia. Jesli wiec dla pewnego k powyzsza
zaleznos¢ ma miejsce, mamy tez

U1+U2—|-...—|—Uk+1>

1
U1+ Uzt + Up+ (8= (Ur+ U+ + Uy)) =

1 1 1 1 1

=_. > = 2+t =4+..+=])=

5 (S+ U1+ U+ ...+ Ux)) 5 <S+S <2+22+ +2k>)
1 1 1

co dowodzi nieréwnosci (x).

11 1
U+ Us+...4Up 2SS (24 5+ =)
1+ Us+. .+ <2+22+ +2n)

Jesli teraz zauwazymy, ze

1 1
S > (U1+U2+...)>S<§+2—2+...> =S
(nieréwnos$é na poczatku wynika stad, ze wszystko wyjmowalismy z figury
o polu S; réwnosé na koricu to znany wzor na sume szeregu geometrycznego),
to tym samym zakonczymy dowdd zasady wyczerpywania.
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Co sam zauwazyl?
Pierwsze spostrzezenie polegato na tym, ze

styczna do paraboli poprowadzona w punkcie C,
w ktérym przecina jg prosta réwnolegla do osi

i przechodzgca przez srodek pewnej cieciwy AB tej
paraboli, jest ro6wnolegta do tej cieciwy.

Drugie spostrzezenie zaczyna sie od tego, ze przeciez
zarobwno AC, jak BC tez sa cigciwami paraboli i

jesli dla nich powtérzymy taka samg operacje jak dla
cieciwy AB, otrzymujac odpowiednio punkty D i FE,
to trojkaty ACD i BCFE beda mialy jednakowe
pola, co wiecej, rowne jednej 6smej pola
tréjkata ABC.

I jesli Czytelnik Ambitny ma zamiar zostaé
matematykiem na miare Archimedesa, powinien sie
sprawdzi¢, dowodzac poprawnosci obu tych
spostrzezen.

A moze wolisz poscigaé si¢ z kims$ z XVII wieku?

Na przyktad z Christiaanem Huygensem? Jedli tak, to
sprawdz, ze gdy w dowolnym punkcie paraboli
poprowadzimy prostopadla do stycznej w tym punkcie

i prostopadla do osi, to odcinek utworzony przez punkty
przeciecia tych prostopadlych z osia zawsze bedzie

tej samej dlugosci.

Huygensowi potrzebne to byto
do konstrukcji zegara
z obrotowym wahadlem.

A moze z kim§ z XIX wieku?

Na przyktad z Victorem Ponceletem? Jeéli tak, to narysuj cztery
proste, z ktérych zadne trzy nie przechodzg przez ten sam punkt, ale
kazda przecina wszystkie trzy pozostate. Zobaczysz wtedy cztery
tréjkaty. Okregi na nich opisane przecinajg sie w jednym punkcie,
ktéry jest na dodatek ogniskiem paraboli stycznej do tych czterech
prostych. On to wiedzial, a Ty?
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Bo dalej jest juz prosto!

Pierwsze spostrzezenie pozwala stwierdzié, ze
wyjmujac najpierw, jako Uy, tréjkat ABC, jako U,
oba (razem!) tréjkaty ACD i BCE, a potem cztery
tréjkaty analogicznie zbudowane w pozostatych
czterech odcinkach paraboli, potem osiem itd.,

za kazdym razem wyjmujemy wiecej niz potowe
tego, co jeszcze zostalo do dyspozycji. Rysujac
bowiem réwnolegtobok, ktorego jednym bokiem jest
cieciwa, przylegte do niej boki sa réwnolegte do osi
paraboli, a ostatnim bokiem jest styczna w trzecim
wierzchotku, widzimy, ze wyjmowany tréjkat to
doktadnie potowa tego rownolegltoboku, a on zawiera
mierzony przez nas odcinek paraboli.

Drugie spostrzezenie méwi nam, ze za kazdym razem
wyjmujemy jedng czwartg tego, co wyjelidémy

w poprzednim kroku. Zatem, jesli przez [ABC]
oznaczymy pole trojkata ABC, to w sumie
otrzymamy

11 1
[ABC]-(1+—+—+

4
1T E*) = S 14BC).

Jak wida¢, wystarczy mieé¢ trafne spostrzezenia,
a do wielkiej kariery matematycznej w zupelosci
wystarczy wiedza zdobyta w gimnazjum.

A jak Archimedes na to wpadl, oczywiscie,
nie wiemy.

Matqg Delte przygotowal Marek KORDOS



