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Czas i obroty uktadu wspdlrzednych. Pierwszy polski satelita naukowy
BRITE-Lem wystartowat 21 listopada 2013 roku o godzinie tgr = 8"10™11° czasu
polskiego (CSE = UTC + 1h) z bazy Jasny w Rosji a na orbicie znalaz! sie
956 s pdzniej, w chwili, ktéra oznaczymy ty. Operator rakiety ,,Dniepr”,
rosyjsko-ukrainsko-kazachska korporacja Kosmotras, podala przewidywane
wspolrzedne satelity w chwili ¢, w nierotujgcym wzgledem gwiazd uktadzie
kartezjanskim ze $rodkiem w centrum Ziemi. OS$ z tego uktadu wspolrzednych
jest skierowana ku biegunowi péinocnemu, natomiast osie x i y sa skierowane

w ten sposéb, ze w chwili startu (tgr) Greenwich lezalo w plaszczyZnie zz.

W takim uktadzie wspélrzednych pracuja urzadzenia nawigacyjne rakiety,
wlaczane w chwili startu tg;. Wspolrzedne satelity w chwili wejscia na orbite ¢
w tym ukltadzie to r = (4429984, 5371299, 460860) m i predkosé

v = (1097,441, —295,718, —7556,327) m/s. Sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie,
czy i w jakim kierunku satelita mégl by¢ widziany o godzinie ty = 9"50™ CSE
tego dnia ze zlokalizowanego w Warszawie punktu o wspoétrzednych
kartezjanskich ry = (3654522, 1407838, 5017412) w ukladzie rotujgcym z Ziemia,
w ktorym Greenwich zawsze lezy w plaszczyznie xz.

Od razu zastrzege, ze by uprosci¢ wywody, zaniedbamy wplyw splaszczenia Ziemi
i oporu resztek atmosfery na ruch satelity i skorzystamy z réwnan opisujacych
ruch satelity po elipsie keplerowskiej wokél obiektu o sferycznie symetrycznym
rozkladzie masy (kt6ry moze byé réwnowaznie zastapiony masa punktowa).
Gléwna konsekwencja zaniedbanych efektéw to powolna (okolo stopien na dzien)
precesja orbity, o niewielkim wplywie na szukang odpowiedz.

7 okreslenia ukladéw wynika, ze w momencie tg; w uktadzie rakiety Warszawa
miala polozenie ry, ale potem w czasie At =ty — tqr obrécila sie wraz z Ziemia
o kat Aa = (366,2422/365,2422) (27 /24) At. Liczac kat obrotu, zamieniliSmy
jednostki czasu na radiany i uwzglednilismy, ze dni liczymy wzgledem
obracajacego sie kierunku Ziemia-Stonce, czyli w ciagu roku Ziemia wykonuje
o jeden obrét wiecej niz liczba dni. Przy tym obrocie wspélrzedna zy pozostaje
bez zmiany, a wspélrzedne xyw + 1yw przeksztalcajg sie w nastepujacy sposéb:
(JJW + in)|t:tG1 = (IEW + iyw)|t:t0 . etAa
Zmalezliémy zatem przedstawienia wszystkich wektoréw w nierotujacym
uktadzie GI. Astronomowie zwykle uzywaja nierotujacego uktadu, w ktérym
punkt Barana T, czyli przeciecie ekliptyki z réwnikiem, wyznacza oS x, ale to
temat na inna okazje.

Elementy keplerowskie orbity. W artykule o prawach Keplera (Delta 5/2011)
pokazalidmy, jak z nich wyprowadzi¢ drugie prawo dynamiki Newtona.
Przy okazji zdobylisémy wiedzg, ktéra pozwoli nam opisa¢ orbite satelity.

Cho¢ na razie nie znamy polozenia orbity, to zaczniemy przeksztalcenia

w ukladzie ze érodkiem w centrum Ziemi, w ktérym os§ x wskazuje perigeum,

a 0§ y tez lezy w plaszczyZnie orbity. Obliczymy analitycznie rozmaite iloczyny
wektorow r, v, by na podstawie wynikow zrozumieé ich zwiazek z elementami
orbity. Na koncu wrécimy do znanego nam ukladu GI i wykonamy te same
obliczenia liczbowo, i korzystajac z tego, ze te iloczyny maja to samo znaczenie
w kazdym ukladzie, znajdziemy wartosci elementéw orbity. Jak to
wyprowadziliémy poprzednio, chwilowe potozenie i predkos¢ na orbicie mozna
wyrazi¢ poprzez kat zwany anomalig mimosrodowq E':

(1) r = (z,y,0) = a(cos E — e, /1 —e2sin E£,0) (I prawo Keplera),

1
(2) I"EV:(UJK,’Uy,O):HB7(—SinE,\/1—62COSE,O).

al—ecosFE

Aktualng warto$¢ E w chwili ¢ znajdujemy jako rozwiazanie rownania Keplera:
(3) N({t—7)=M=FE —esinE (II prawo Keplera),
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Rozwigzanie zadania F 866.

Energia potencjalna kulki dla
maksymalnego wychylenia w lewo wynosi
Up, = 2mgl sin® (B/2), a w prawo

Up = 2mglsin®(a/2). Dla matych

katéw o i B mamy: Ur, = mglB3?/2

iUp = 'm,glu.z/Q. Po pierwszym uderzeniu
w powierzchnie kulka bedzie miala energie
kinetyczng U; = Kmgl(3% — a?)/2

i wychyli si¢ o kat 31, odpowiadajacy
sumie tej energii kinetycznej i energii
potencjalnej odpowiadajacej wychyleniu
o kat «, czyli ;’3? = K{;’g + (1 - K)aQ.
Powtarzajac to rozumowanie dla
kolejnych uderzen, dostajemy ogdélne
wyrazenie na wartos¢ kata po n-tym
K"32 4+ (1 — K™)a?.
Zauwazmy, ze 3, — o dla n — oo, chyba
ze K = 1 (zderzenie sprezyste), kiedy to
Bn = Bo dla dowolnego n.

uderzeniu: 3,, =

Rozwigzanie zadania M 1437.
Odp. Nie!

Rozwazmy macierz 5 X 9 zawierajaca
44 jedynki i zero. Szukana podmacierz
musialaby zawiera¢ 22 jedynki, a wigc
mie¢ 23 lub 22 wyrazy. W takim razie
musiataby mie¢ wymiary
1x231ub 23 x1,1x221lub22x1,
2 x 11 lub 11 X 2, co nie jest mozliwe.

gdzie T jest czasem przejscia przez perigeum, a

N =,/ % (ITI prawo Keplera)
a

zwane ruchem $rednim w istocie jest usredniona predkoscia katowa satelity,
natomiast a i e oznaczaja odpowiednio pélos wielkq orbity (polowe odleglosci
miedzy perigeum i apogeum) oraz mimosrdd (splaszczenie) orbity. Dla skrécenia
zapisu wprowadzilisSmy p = GMg = 398600,4418 - 10 m3 /s? zamiast iloczynu
stalej grawitacji i masy Ziemi.

Chociaz obliczenia prowadzimy w ukladzie plaszczyzny orbity, to bedziemy
korzysta¢ wylacznie z iloczynéow wektordéw, aby wynik przedstawié w postaci
niezaleznej od wyboru uktadu wspétrzednych. Kwadraty dtugosci wektoréw
mamy z twierdzenia Pitagorasa lub z iloczynu skalarnego wektora przez siebie, co
na jedno wychodzi:

(4) r*=rPf=r-r=d*(1—-ecosE)? !

= ecosE=1——,
a

wl+ecosE r

5 UQEVQZV'V:*7:7(2—7),
(5) M al—ecosE 1 a
gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z podstawienia (4) do (5). Z ostatniego wzoru
wynika, Ze energia catkowita & = Jv? — £ = — L jest stala, jak nalezalo

oczekiwaé, oraz:
1 2 o2

a r U

Majac pétos a orbity, splaszczenie orbity znajdziemy z pomoca iloczynu

skalarnego (1) przez (2):

(©) i= _ —(cosE —e)sinE + (1 —e?)sinEcos E
= 7=

1—ecosE
Korzystajac z (4) oraz (6), mamy
2
62:<1—ﬁ> +d? tgE =
a

r-v .
—esinF.

d
-
Tak znalezione e i F po podstawieniu do (3) daja M oraz czas 7. Cwiartke,
do ktérej nalezy kat E (i podobnie dla innych katéw), okreslamy na podstawie
znakéw funkeji sin i cos, natomiast wartos¢ samego kata wyznaczymy za pomoca
funkcji arc tg.

Gdy a, e i T sg znane, to pozostaje wyznaczy¢ trzy elementy okreslajace
orientacje orbity w przestrzeni. Dwa z nich to katy ¢ oraz {2 wskazujace kierunek
wektora momentu pedu h w uktadzie wspdlrzednych, w ktéorym o$ z pokrywa sie
z osig obrotu Ziemi. Moment pedu jest proporcjonalny do iloczynu wektorowego
r i v, ktéry w uktadzie wspédlrzednych o osiach z, y lezacych w plaszczyznie
orbity ma postaé:

(7) h=rxv=(0,0,h.),

M [(cosE— e) cos E + sin? E] = \/Cm-

1—ecosE
Zasada zachowania pedu zapewnia, ze h w nieobracajacym sie ukladzie jest
stale. Znajdziemy teraz wspolrzedne wektora h w ukladzie wspéirzednych,
ktérego o z pokrywa sie z osig obrotu Ziemi. W tym ukladzie wspélrzednych,
sktadowa tego wektora w plaszczyznie xy to hyy = (hq, hy,0). Nachylenie ¢
wektora h do osi z oraz nachylenie {2 — 7/2 wektora h,, do osi x wynikaja

ze stosunku ich sktadowych:
\/Jha+hg
tgi=———",
T +h,
tg(2—-) =+ .
& ( 2) ha ~hy

Sam kat {2 to kat w plaszczyznie xy miedzy osig = a prostopadlym do hg,
wektorem

gdzie

h, =

hy

= tgf) =

n=(0,0,1) x h = (—hy, hy,0)
wskazujacym linie wezlow, tj. linie przeciecia orbity z plaszczyzna xy.
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Powréémy do ukladu plaszcezyzny orbity. Zanim
wyznaczymy polozenie perigeum, znajdzmy pomocniczy
wektor, mnozac wektorowo (2) oraz (7):

vxh=/u(1—e2)(1—ecos E) ' (/1 —e2cos E,sin E,0).

Nastepnie odejmujac (1) podzielone przez (4),
otrzymujemy

xh r
YA T (6,0,0).
1 r
Tak zdefiniowany wektor mimosrodowy ma dlugosc e
i wskazuje kierunek perigeum. Wektory h i e catkowicie

okredlaja orientacje orbity. Prostopadly do e wektor
f=hxe=(0,h.e0)

tez lezy w plaszczyznie orbity. Zatem iloczyny skalarne

n-f in-e sa proporcjonalne do sinusa i kosinusa kata w,

jaki kierunek perihelium tworzy z linia weztéw, skad:

n-fe

e =

t = .
sw n-ef

Katy nachylenie i, argument perigeum w i dlugosé linii
wezlow 2 w pelni okreslaja polozenie orbity. Poniewaz
wszystkie elementy okresliliémy za pomoca iloczynéw
wektorow, to wzory pozostaja stuszne po dowolnym
obrocie orbity, zmienia si¢ tylko skladowe wektoréw, ale
nie ich dtugosci i katy miedzy nimi. Zatem do powyzszych
iloczynéw wektorowych mozna teraz podstawi¢ znane
wektory w ukltadzie GI, by otrzymaé elementy orbity

i wektory pomocnicze w tym wlasnie ukladzie.

m Z.adania

Widocznosé w Warszawie. Teraz mozemy opisaé
sposéb znalezienia odpowiedzi na pytanie postawione
na samym poczatku. Dla nowego momentu czasu tyy
nalezy obliczyé M, nastepnie rozwiazaé (3) na E

i znalezé r w plaszczyZnie orbity z (1). Wtedy

w uktadzie GI polozenie bedzie réwne rgy = ¢ + y%,
gdzie wektory e i f okreslaja kierunki duzej i malej osi
orbity. Dalej, oznaczajac polozenie Warszawy przez ryy,
mozemy wyrazi¢ wektor wodzacy z Warszawy do satelity
jako R = rgr — ryy, a kosinus kata miedzy zenitem

a satelita, pomijajac splaszczenie Ziemi, wynosi:

R-
cosf = w

R rw '
Dokonczenie rachunkéw i znalezienie ostatecznej
odpowiedzi na postawione na poczatku artykulu pytanie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Zainteresowani Czytelnicy moga takze wykonaé
obliczenia dla swojego polozenia i w dowolnej chwili,
korzystajac z danych TLE BRITE-PL Lem
publikowanych przez NORAD. Sa one podane

w nierotujacym uktadzie wzgledem punktu T

w plaszczyznie xz (rektascencja i deklinacja). Pozycje T
okresla si¢ na podstawie zliczenia dni julianskich (JD)
dla danej daty i obrotu Ziemi wzgledem 7T, tj. czasu
gwiazdowego w Greenwich. Przy tym na podstawie czasu,
jaki uptynatl od epoki TLE, warto uwzglednié precesje 2,
biorac pod uwage jej szybkos$é¢ podana w TLE jako £2.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1435. ABCD jest czworokatem wypuklym, w ktérym AB = BC =4,

XABC =100°, xCDA = 130° (rys. 1). Znalez¢ dtugosé¢ odcinka BD.

D Rozwigzanie na str. 8

M 1436. Niech liczby a, b, ¢ z przedziatu [—1, 1] spelniaja

A ¢ a2+bz+02<1+2abc.
2 @ 4 Pokazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1,
p _ . a®" 4+ 07" + " <1+ 2(abe)”.
Rys. 1 Rozwigzanie na str. 16
M 1437. Czy dla kazdej macierzy m x n o wyrazach ze zbioru {0, 1} zawierajacej
v 2 800886 parzysta liczbe jedynek istnieje podmacierz (otrzymana z wyj$ciowej macierzy przez

Rozwigzanie na str. 19

Rys. 2

wykreslenie pewnej liczby wierszy i pewnej liczby kolumn, niekoniecznie kolejnych),
zawierajaca doktadnie potowe wszystkich jedynek?

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 865. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B umieszczono cienka metalowg,
£ plytke, majaca ksztalt tréjkata réwnobocznego o boku L. Grubo$é plytki wynosi d, jej
gestosé jest réwna p, a jej powierzchnia jest prostopadia do kierunku pola
magnetycznego. Do wierzchotkéw A i C tréjkata (rys. 2) dolaczono zrédto napigcia

o sile elektromotorycznej £ i opornosci wewnetrznej Ro. Znalezé przyspieszenie plytki.

Zaniedba¢ mase, oporno$c i sprezystosé taczacych przewodéw oraz opornosé plytki.

Rozwigzanie na str. 3

Rozwigzanie na str. 19
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Rys. 3

F 866. Na powierzchni nachylonej do pionu pod matym katem o zawieszono

na nierozciagliwej, niewazkiej nici o dtugoéci | kulke o masie m. Kulke wychylono

w lewo o maly kat By wiekszy od « (rys. 3) i puszczono. Whasciwosci sprezyste kulki

i powierzchni sg takie, ze stosunek energii kinetycznej kulki bezposrednio po zderzeniu
do jej energii kinetycznej bezposrednio przed zderzeniem wynosi K (0 < K < 1). Jaki
bedzie maksymalny kat dla kolejnych wychylen kulki w lewo?



