Rozwaza si¢ réwniez ogdlniejszag wersje
problemu: kafelkowanie prostokata.
Pierwszy przyktad takiego kafelkowania
(dla prostokata o wymiarach 32 x 33,

za pomocg dziewigciu kwadratéw) znalazt
Zbigniew Moron w 1925.

Wiasciwie zamiast o grafach powinni$§my
moéwié o multigrafach: bedziemy pozwalaé
na istnienie wielokrotnych krawedzi
pomiedzy para wierzcholkéw, a takze
petli, czyli krawedzi o tym samym
poczatku i koncu. Jednak w tym artykule
przyjmiemy, ze termin graf obejmuje
réwniez takie przypadki.
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O zwigzku kafelkowania z elektryczno$cia
warto tez przeczytaé¢ w ksigzce

Jarostawa Gérnickiego Okruchy
matematyki.

Sciang grafu planarnego jest kazdy spéjny
obszar ograniczony krawedziami grafu
oraz nieograniczony obszar lezacy

na zewnatrz grafu. Te ostatnig Sciane
bedziemy nazywadé $ciang zewnetrzna.

*University of Toronto, Kanada

Kafelkowanie prostokatéw i grafy planarne
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Zajmijmy sie nastepujacym klasycznym zadaniem: nalezy pokry¢ kwadrat
jednostkowy kwadratowymi kafelkami o réznych bokach tak, aby zadne dwa kafelki
nie nachodzily na siebie. Czytelnik moze sprobowaé poszukaé takiego kafelkowania
metoda préb i bltedéw, ale na pierwszy rzut oka nie jest jasne, czy pokrycie

o zadanych wlasnosciach w ogole istnieje. A nawet jesli istnieje, to nie wiadomo,
jak wiele kafelkéw trzeba uzy¢. Okazuje sie, ze zadanie ma elegancka interpretacje
w jezykach teorii graféw planarnych i sieci elektrycznych, ktéra pomoze nam
odpowiedzie¢ na te pytania.

Zacznijmy od ogdlniejszej sytuacji: dany jest prostokat wykafelkowany
kwadratami, na razie niekoniecznie ré6znymi — na przyktad tak jak na rysunku 1.
Kafelkowaniu przyporzadkowujemy jego graf incydencji, czyli kazdemu
maksymalnemu poziomemu odcinkowi (byé¢ moze zlozonemu z bokéw kilku
kwadratéw) przypisujemy wierzcholek, a kazdemu kafelkowi krawedz, w taki
sposob, ze krawedz odpowiadajaca danemu kwadratowi taczy wierzchotki
odpowiadajace przeciwleglym poziomym bokom tego kwadratu. Latwo przekonaé
sie, ze powstaly graf jest planarny, to znaczy mozna go narysowaé na plaszczyznie
tak, ze nie ma przecinajacych sie krawedzi.

Okazuje sig, ze konstrukcje t¢ mozna odwrocié, czyli przeksztalcac grafy planarne
w kafelkowania. Zeby to zrobié, bedziemy traktowaé taki graf jak obwdéd elektryczny.
Przypomnimy najpierw podstawowe prawa dotyczace przeptywu pradu w obwodzie.

Jedli do dwbch punktéw obwodu ztozonego z opornikéw podlaczymy baterie,
na kazdym oporniku wytworzy si¢ réznica napigé i przeptyw pradu zgodne
z prawem Ohma:
AV =1-R,
gdzie AV to réznica potencjatéw, I — natezenie pradu, a R — opdr.

Zatézmy, ze kazda krawedZ ma taki sam opér. Niech I, oznacza natezenie pradu
plynacego po krawedzi od wierzchotka u do v (a wiec I, = —I,,). Bezposrednio

z prawa Ohma wnioskujemy, ze dla dowolnego cyklu (uq, ..., un,, u;) w obwodzie

suma natezen pradéw na tym cyklu jest rowna zeru:
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Z kolei prawo Kirchhoffa méwi, ze w kazdym wierzchotku w suma natezen pradéw

jest zerowa:
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gdzie sumujemy po wszystkich wierzchotkach v sasiadujacych z u.

Niech teraz G bedzie dowolnym grafem planarnym. Bedziemy mys$le¢ o G jako

o obwodzie elektrycznym, w ktérym kazda krawedZ ma jednostkowy opér.
Wybierzmy w dowolny sposéb dwa rézne wierzcholki a,b € G potozone

na zewnetrznej Scianie grafu. Podlaczmy do nich baterie generujaca jednostkowa
roznice potencjaléw — mozemy bez straty ogdlnosci przyja¢ V, =1, V, = 0. W ten
sposob w kazdym wierzchotku u otrzymamy pewna warto$é potencjatu
elektrycznego V,,, a na kazdej krawedzi (u,v) przepltyw pradu I, =V, — V,, (bo
opér na krawedzi jest jednostkowy).
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Moze zdarzy¢ sig, ze po przylozeniu
napiecia przez ktéra$ krawedz nie ptynie
prad (tj. taczy ona wierzchotki

o tym samym potencjale). Wtedy

w kafelkowaniu odpowiadalby jej
zdegenerowany kwadrat o zerowym boku.
Niestety, nie zawsze da si¢ tej sytuacji
unikngé, o czym mozna przekonadé sie

na przykladzie kliki czteroelementowej.

Graf nazywamy 3-spéjnym, jesli usunigcie
dowolnych dwéch jego wierzchotkéw
nie rozspdjnia go.

Kafelkowanie prostokata odpowiadajace grafowi G konstruujemy w nastepujacy
sposéb. Niech (u,v) bedzie krawedzia, dla ktérej I,,, > 0. Przyporzadkowujemy
jej kwadrat, ktérego dolny i gérny brzeg znajduja sie¢ odpowiednio na wysokosciach
Vo 1 V., (a wiec dlugosé jego boku jest réwna I,,). Aby otrzymaé kafelkowanie,
musimy jednak okresli¢ jeszcze, gdzie kazdy kwadrat jest umieszczony w poziomie.
Tu przychodzi nam z pomoca konstrukcja grafu dualnego. Dla grafu planarnego G
graf dualny G’ jest okre$lony nastepujaco: wierzchotki G’ odpowiadaja

Scianom G (lacznie z zewnetrzna, nieograniczona $ciana), przy czym dwa z nich
sa polaczone krawedziami (rys. 2), jesli odpowiadajace im $ciany sgsiaduja w G.
Czyli kazdej krawedzi e w G odpowiada dualna krawedz ¢’ w G’ a $ciany w G’
odpowiadaja wierzchotkom w G. Mozemy narysowaé¢ G’ tak: w kazdej $cianie G
zaznaczamy punkt, a nastepnie dla kazdej krawedzi G rysujemy krawedz grafu
dualnego taczaca punkty odpowiadajace $cianom po obu jej stronach. Zwrdémy
uwage na to, ze w ten sposob otrzymujemy nie tylko abstrakcyjng strukture

grafu dualnego, ale réwniez pewien jego rysunek na plaszczyznie. Na przyktad
wszystkie drzewa o N krawedziach beda miaty takie same abstrakcyjne

grafy dualne (jeden wierzcholek z N petlami), ale otrzymane reprezentacje

na plaszezyznie beda zalezaly od struktury (i wybranego rysunku!) drzewa.

Zauwazmy teraz, ze maksymalne pionowe odcinki w kafelkowaniu odpowiadaja
dokladnie $cianom w jego grafie incydencji. Ponadto z definicji maksymalne
poziome odcinki odpowiadaja wierzchotkom grafu incydencji. Poniewaz w grafie
dualnym wierzchotki przechodza na $ciany, Sciany na wierzchotki, a kazda krawedz
na krawedz, widzimy, ze graf dualny jest niemal grafem incydencji kafelkowania
obréconego o 90 stopni.

Nalezy jeszcze poradzié sobie z pewna niedogodnoscia: boki wyjéciowego prostokata
odpowiadaja $cianie zewnetrznej w grafie incydencji. Dodajmy wiec do grafu G
specjalng krawedz e miedzy biegunami a i b. W grafie dualnym G’ bieguny baterii
przyktadamy miedzy koficami krawedzi dualnej €/, a nastepnie usuwamy ja.

7 powyzszej obserwacji o obracaniu kafelkowania otrzymujemy przepis

na wspotrzedne poziome kafelkéw: sa one wyznaczone dokladnie przez natezenia
pradéw na krawedziach ,,poprawionego” grafu dualnego. Czytelnik Wnikliwy
zapyta z pewnoscia, dlaczego taki wybor daje dobry uklad kafelkéw, tzn. dlaczego
nie ma w nim ,dziur”. Sprawdz, Czytelniku, ze zapewnia to prawo Kirchhoffa!

Kazdemu grafowi planarnemu z wybranymi biegunami odpowiada zatem
kafelkowanie prostokata za pomoca kwadratéw. Mozemy przyjaé, ze pionowy bok
tego prostokata ma dlugosé 1. Jaka jest dlugosé poziomego boku? To suma
dtugosci bokow kafelkéw przylegajacych do niego, czyli suma natezen pradéw
wyplywajacych z bieguna baterii. Poniewaz V,, — V};, = 1, to z prawa Ohma wynika,
ze suma ta jest rowna odwrotnoéci oporu zastepczego miedzy a i b w grafie G.
Kafelkowanie kwadratu dostaniemy doktadnie wtedy, kiedy opér zastepczy

bedzie réwny 1.

Wobec tego podaliémy wtasnie metode znajdowania wszystkich mozliwych
kafelkowan kwadratu za pomoca parami réznych kafelkéw: nalezy znalezé wszystkie
grafy planarne o tej wlasnosci, ze po przylozeniu napiecia jednostkowego miedzy
pewnymi dwoma wierzchotkami opér zastepczy miedzy nimi bedzie réwny 1,

a natezenia pradéw na krawedziach beda niezerowe i parami rézne. Korzystajac

z tej charakteryzacji, znaleziono, oczywiscie uzywajac komputera, liczne nowe
przyktady kafelkowan kwadratéw i innych prostokatéw. Ich galerie mozna znalezé
na stronie http://www.squaring.net.

Na zakoniczenie wspomnijmy o jeszcze jednym nieoczekiwanym zwiazku. Chcac
znalezé wszystkie kafelkowania ustalonego prostokata, wystarczy ograniczy¢ sie
do kafelkowan prostych, to znaczy takich, ktérych nie da sie podzieli¢ pionowym
odcinkiem na dwa roztaczne kafelkowania. Chwila zastanowienia pokazuje, ze
warunek ten jest réwnowazny 3-sp6jnoéci grafu incydencji. Pochodzace

z kombinatoryki wieloScianéw twierdzenie Steinitza moéwi, ze 3-spojne grafy
planarne to doktadnie szkielety wypuklych tréjwymiarowych wieloScianow.
Czytelnik Wnikliwy moze sie wiec zastanowi¢, jakiemu kafelkowaniu odpowiada
jego ulubiony wieloScian.
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