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Mamy cztery szkatulki i trzy zamkniete
klucze. Rodzaje kluczy i kltédek oznaczone
sg literami greckimi. Poczatkowo mamy
jeden klucz rodzaju «. Jedna z kolejnosci
otwarcia wszystkich szkatutek to

2, 1, 4, 3. Jesli zaczniemy od otwarcia
szkatutki 1, to nie bedziemy w stanie
otworzy¢ juz zadnej innej.

Informatyczny kacik olimpijski (76): Skarb

Zadanie Skarb pojawito si¢ w kwalifikacjach do konkursu Google Code Jam 2013.

W skarbcu znajduje sie n szkatutek, kazda z nich zamknieta na kiédke, ktéra moze byé
otwarta kluczem okreslonego rodzaju. W szkatutkach, oprécz kosztownosci, moga,
znajdowac sie klucze, ktére mozna wykorzystaé do otwarcia innych szkatutek (w sumie
jest m kluczy). Klucz, ktérym otworzyliSmy szkatutke, nie moze byé uzyty ponownie.
Wchodzac do skarbca, mamy juz kilka kluczy. Znajac zawartos¢ szkatulek, nalezy
stwierdzi¢, czy istnieje taka kolejnos¢ ich otwierania, ktéra pozwoli na otwarcie ich
wszystkich (patrz rysunek).

Zadanie jest calkiem trudne, sprébujmy wiec rozwiazaé jego prostszy wariant, w ktérym
zaczynamy z jednym kluczem rodzaju x;, a w kazdej szkatulce jest co najwyzej jeden
klucz. Zauwazmy, ze nastepujacy warunek jest konieczny, by rozwiazanie istniato:

(A) kluczy ustalonego rodzaju musi byé co najmniej tyle, ile jest ktédek tego rodzaju.

W szczegdlnosci oznacza to, ze co najwyzej jedna szkatutka moze byé pusta. Otwarcie
szkatutki zamknietej na ktédke rodzaju x i zawierajacej klucz rodzaju y skutkuje
wymienieniem klucza x na klucz y. Sytuacje mozemy wiec przedstawié za pomoca
skierowanego multigrafu G, ktérego wierzchotkami bedg rodzaje kluczy, a skierowana
krawedz x — y bedzie istnie¢ dla kazdej szkatutki zamknietej na ktédke rodzaju x,
ktéra zawiera w sobie klucz rodzaju y. Kazda $ciezka w G, startujaca z wierzchotka xy
opisuje mozliwg do zrealizowania procedure otwierania szkatulek (otwieramy szkatutki
odpowiadajace kolejnym krawedziom $ciezki). Innymi stowy, rozwigzanie istnieje, jesli
w multigrafie G istnieje Sciezka Eulera z wierzcholka ;. Czytelnicy na pewno znaja
warunki, jakie musi spelniaé¢ skierowany multigraf, aby taka $ciezka istniala: (a) kazdy
wierzcholek musi mieé stopienn wyjsciowy réwny wejsciowemu (oprécz co najwyzej
dwdch, w ktérych te liczby moga sie réznié¢ o 1) oraz (b) graf musi by¢ (stabo) spéjny.

Nietrudno sie przekonaé, ze warunek (a) wynika z warunku (A) i tego, ze w kazdej
szkatulce jest co najwyzej jeden klucz. Jesli zalozymy, ze warunek (a) jest spelniony,
to warunek (b) jest réwnowazny temu, ze

(B) dla kazdego rodzaju klucza da sie zdoby¢ co najmniej jeden klucz tego rodzaju.

Nieprzypadkowo wyrdzniliémy warunki (A) i (B). Okazuje sie bowiem, ze sa one
konieczne i wystarczajace do tego, by istnialo rozwigzanie zadania w pelnej ogélnosci.
(Tym razem w G mamy krawedz = — y dla kazdego klucza rodzaju y zamknietego

w szkatulce na ktédke rodzaju x.) Koniecznosé jest oczywista. Ponadto jesli
poczatkowa konfiguracja szkatulek speinia warunek (A), to otwieranie szkatulek tego
warunku nie popsuje (otwarcie szkatutki ,zuzywa” nam jeden klucz i ktédke tego
samego rodzaju). Pozostaje zatem udowodnié, ze dla kazdej konfiguracji spelniajacej
oba warunki istnieje szkatutka, ktérej otworzenie doprowadzi do konfiguracji
spelniajacej warunek (B).

Zat6zmy, ze mamy klucz dowolnego rodzaju z, ktéry otwiera pewng szkatutke. Jesli
mamy wszystkie klucze tego rodzaju, to z warunku (A) mozemy otworzy¢ wszystkie
szkatulki zamkniete na klédki rodzaju z, i warunek (B) bedzie nadal spelniony.

W przeciwnym przypadku istnieje szkatutka zawierajaca klucz rodzaju z, a z warunku
(B) wynika, ze istnieje ciag rodzajéw kluczy zo — 21 — ... — Tx—1 — Tk = , ktéry
pozwala na zdobycie klucza z, zakladajac posiadanie przez nas klucza xo. Zalézmy, ze
jest to najkrotszy taki cigg, zatem z; Zzx dlal <i<k— 1.

Jesli zo # x, to mozemy uzy¢ klucza rodzaju x do otwarcia dowolnej szkatutki. Aby
pokazaé, ze nie popsuje to warunku (B), rozwazmy klucz dowolnego rodzaju y

(byé moze y = x) i ciag rodzajoéw kluczy yo — y1 — ... — yi—1 — ye = y, ktéry
pozwalal go zdoby¢. Jedyna watpliwo$é pojawia si¢, gdy « wystepuje w tym ciagu,
zatem ciagi te maja jaki$ element wspolny. Niech j bedzie najwigkszym takim indeksem,
ze y; rowna si¢ pewnemu x;. Wtedy, po uzyciu klucza x mozemy nadal dostaé si¢ do
klucza y, wykonujac operacje z ciagu 20 — 1 — ... = Ti = Yj = Yj+1 — ... — Yo = Y.

Z kolei jesli g = z, to otwieramy szkatultke zawierajaca klucz rodzaju x1 i, powtarzajac
powyzsze rozumowanie, réwniez dowodzimy, ze warunek (B) jest nadal spetniony.
Ostatecznie udowodnili$my, ze dla kazdej konfiguracji spelniajacej warunki (A) i (B)
istnieje szkatutka, ktéra mozemy otworzy¢, aby uzyskaé nowa konfiguracje réwniez
spetniajaca oba warunki. Wykonujac te operacje n razy, otworzymy wszystkie szkatutki.
Jedli chodzi o implementacje, to sprawdzenie warunku (A) jest trywialne, za$ warunek
(B) sprowadza si¢ do przeszukania multigrafu G. Mozna to zrobi¢ w czasie O(n + m).
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