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Rozwigzanie zadania F 863.
Podniesienie $rodka ciezkoéci cztowieka

o masie m na wysoko$é h wymaga
wykonania pracy W = mgh, gdzie g
oznacza przyspieszenie spadku
swobodnego na powierzchni Ziemi.
Uwolnienie si¢ od przyciagania planetoidy
o masie M i promieniu R wymaga
wykonania pracy réwnej energii ,wigzania
grawitacyjnego” E = —GMm/R =W,
gdzie G oznacza stalg grawitacji. Biorac
pod uwage, ze g = GMyz m/R2 oraz
zwigzek masy kuli z jej promieniem

i gestodcig otrzymujemy ostatecznie

Rzh = R?,

co po podstawieniu podanych wartodci

h i Ry daje
R =1955m ~ 2km.

Pominglidmy tu ograniczenie ruchéw przez
kombinezon kosmonauty.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Tak bardzo oczekiwana wartosé
Piotr CHRZASTOWSKI-WA CHTEL"

Nazywano ja kiedys$ nadzieja. Czasami dodawano przymiotnik ,matematyczna’,
zeby nie bylo nieporozumien. Chodzito bowiem o warto$¢ oczekiwana, czyli

o pojecie znane z rachunku prawdopodobienstwa. Stowo nadzieja faktycznie
budzilo watpliwosci, szczegdlnie gdy mierzono jakie§ negatywnie nacechowane
wielkosci, jak liczba zgonéw, wypadkéw samochodowych czy strat. Powiedzenie
y,hadzieja, jesli chodzi o wysoko$é straty, wynosi 100 z1” brzmi zupelnie inaczej
niz ,warto$¢ oczekiwana straty to 100 z1”.

Ze szkoly znamy zapewne ciekawy przypadek rzutu kostka: srednio wypada

3% oczka. Kazdy wynik wazymy bowiem prawdopodobienstwem, z jakim sie go
spodziewamy — tu wszystkie prawdopodobienstwa wynosza %. Lacznie mamy
wigc §-1+§-2+§-3+ g 44§ 5+ §-6=35. Ale widzial kto kiedy kostke,
ktéra tyle wlasnie pokazuje? Okazuje sie, ze ta ,typowa” wartosé jest w ogdle
niemozliwa. Cho¢ jesli wykonamy odpowiednio duzo doswiadczen i obliczymy
$rednig z wynikéw rzutéw, to wyjdzie nam cos w okolicy 3%.

Wlasciwie mozna powiedzie¢, ze pojecie wartosci oczekiwanej bylo obecne

u zarania, kiedy powstawal rachunek prawdopodobienistwa. Do Btazeja Pascala
zglosil si¢ jego znajomy, Antoni Gombaud, lepiej znany jako kawaler de Méré,

z prosha, aby rozstrzygnac sposob podzialu puli pieniedzy przy grze w kosci, gdy
przerwie sie gre w momencie, kiedy jedna ze stron wygrywa. W skrécie rzecz
biorac, mozemy zalozyé¢, ze mamy prosta gre, w ktorej z zadanym
prawdopodobienstwem, przyjmijmy roboczo ze 50%, jeden z graczy wygrywa.

Na przyktad, gracze rzucaja na przemian kosémi i runde wygrywa ten, kto
pierwszy wyrzuci pare szostek. Pie¢ wygranych rund oznacza wygrang calego
meczu i, niezaleznie od tego, ile punktéw zdobyl przeciwnik, zgarnia sie calta pule.

Kawaler de Méré zadal Pascalowi pytanie, jak nalezalo pule podzieli¢, gdy jego
przeciwnik mial 3, a on sam 4 punkty i gre musiano przerwac¢. Przeciwnik
uwazal, ze w stosunku 3 do 4, czyli zgodnie z liczba zdobytych punktow. Kawaler
de Méré, ze w stosunku 1 do 2, gdyz do wygranej jemu brakowalo tylko jednego
punktu, podczas gdy przeciwnikowi az dwoch. Pascal przeprowadzit
rozumowanie, ktore dla nas dzi$ jest oczywiste: w polowie przypadkéw kolejna
runde, a zatem caly mecz wygra kawaler de Méré, a z pozostalej potowy znéw
polowe stanowi szansa wygrania przez niego calego meczu. Zatem lacznie kawaler
de Méré miat az trzy szanse na cztery, ze wygra, podczas gdy jego przeciwnik
tylko jedna. Pule wiec nalezaloby podzieli¢ w stosunku 1 do 3. Zatem ani

de Méré, ani jego partner nie mieli racji.

W rzeczywistosci kawaler de Méré byl zainteresowany innymi, bardziej ztozonymi
zagadnieniami. Chodzilo mu o wyznaczenie takiej liczby rzutéw, aby szanse

na wygrang przekraczaly polowe — wtedy mégl sie zakladaé na réwnych
zasadach. Empirycznie doszedl, na przyktad, do tego, ze oplaca mu sie przyjac¢
zaklad o to, iz przy 4 rzutach kostka wypadnie co najmniej jedna széstka.

W rzeczywistosci prawdopodobienstwo tego zdarzenia to prawie 52%. Nieco
trudniej poszto mu z wyznaczeniem najmniejszej optacalnej liczby rzutéw
dwiema kostkami tak, aby mozna si¢ bylo zatozyé¢ na réwne stawki o to, ze
wypadng w koncu jednoczeénie 2 szostki. Wyszlo mu 24, cho¢ — jak sie tatwo
mozemy dzi$ przekonaé¢ — musial popelnié¢ blad (albo tez mial nieco zwichnigte
kosci), gdyz prawdopodobienstwo sukcesu wynosi tu okoto 0,4914 i dopiero

25 rzutéw daje przewage. Pascal skontaktowatl sie z innym francuskim
matematykiem, Piotrem Fermatem. W rezultacie ich wspélnych dociekan
powstala wymiana listow o zawartosci, ktora uzasadnia stwierdzenie, ze wlasnie
wtedy powstala teoria prawdopodobienstwa.

Zmienna losowa — wynalazek nieco pdzniejszy — to po prostu kodowanie
niektorych wynikéw za pomoca liczb. Na przyklad mozemy kodowaé sukces przez
wartos¢ 1, a porazke przez wartos¢ 0. Jezeli znamy prawdopodobienstwo

sukcesu p, to mozemy si¢ spodziewaé, ze srednio w n do$wiadczeniach losowych
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Rozwigzanie zadania F 864.
Stopnienie okolobiegunowych ladolodéw
oznacza zmiang rozkladu masy planety,
a wigc takze jej catkowitego momentu
bezwladnosci, a moment pedu zwigzany
z obrotem planety nie ulegnie przy tym
zmianie. Poczatkowy moment
bezwtadnosci wynosi

Io = 2MR? /5 + I,(6),

gdzie pierwszy skladnik to moment
bezwtadnosci kuli, a drugi — moment
bezwladnosci obu czap lodowych — kazdej
o masie m/2 i kacie § = 90° — 70° = 20°.
Po stopnieniu lodu woda pokryje cala
powierzchni¢ planety — dla uproszczenia
obliczen przyjmijmy, ze tworzy na niej
warstwe o grubosci niezaleznej
od szerokosci geograficznej. Koncowy
moment bezwladnoéci planety
wynosi wiec
Iy = 2MR?/5 + I1,(180°).

Katowa predkosé obrotu zmieni sie
przy tym z wp na wg zgodnie z zasada
zachowania momentu pedu: Iowo = [pwy.
Ostatecznie otrzymujemy:

I — 1o

I
—cos(0)(1 + cos(0))mR?

- 3(2MR? + 3mR2) o

W — wWo = wo =

a po podstawieniu wartosci liczbowych

i skorzystaniu ze zwigzku predkosci
katowej z okresem obrotu otrzymujemy, ze
doba zmieni si¢ o T}, — Ty ~ 0,55s.

Dane liczbowe zadania odpowiadaja
warunkom na Ziemi, ale zatozony rozklad
masy ladolodu i idealnie kulisty ksztalt
powierzchni to oczywiscie dosy¢ grube
przyblizenia.

Artykut analizujacy doktadnie te gre
pojawit si¢ w Delcie 7/1998.

uzyskamy pn jedynek i (1 — p)n zer. Warto$é¢ oczekiwana takiej dyskretnej
zmiennej losowej to po prostu wazona odpowiednimi prawdopodobienstwami
suma jej mozliwych wynikow.

Problem kawalera de Méré mozemy $cisle uja¢ nastepujaco. Przyjmijmy, ze X,
jest taka rodzina zmiennych losowych, ze dla ustalonego n warto$¢ zmiennej X,
jest réwna 1, jesli w n kolejnych rzutach dwiema ko$émi wypadnag co najmniej
dwie szostki, a 0 — jesli nie. Pytamy sie teraz o to, dla jakiego najmniejszego n
warto$é oczekiwana E(X,,) przekracza polowe. Jesli zatem bedziemy w stanie
wyznaczaé wartosci oczekiwane E(X,) dla kazdego n, to zadanie to zostanie
rozwigzane i wynikiem jego bedzie wartosé n, poczawszy od ktérej warto sie
zakltadaé o to, ze dwie szdstki wypadna jednoczednie w ciagu n rzutéw.

Ogolnie, jesli prawdopodobienstwo jakiegos zdarzenia wynosi p, a sami mamy
nutke hazardzisty oraz chetnego przeciwnika do zabawy, to mamy prosta
strategie zakladania sie o to, ze to wlasnie zdarzenie nastapi. Zal6zmy, ze nasz
przeciwnik jest sklonny wytozy¢ pewna kwote na zaklad, iz nie uda sie nam
nasze do$wiadczenie. Postarajmy sie ustali¢ tak nasz udzial w zaktadzie, aby sie
nam optacito. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze cala pula po wptaceniu przez nas
stawek ma warto$¢ 1. Ile zatem bylibySmy sklonni postawi¢ w takim zakladzie?
Oznaczmy te niewiadoma stawke przez x. Wtedy z prawdopodobienstwem p
wygramy 1 — z, a z prawdopodobienistwem (1 — p) stracimy 2. Chodzi o to, zeby
bilans wyszedl dodatni, zatem mamy nieréwnosé p(1 — x) — (1 — p)z > 0.
Rozwiazujac ja, otrzymujemy po prostu z < p. Zatem jesli postawimy mniej niz
p-ta czesé puli przeciw 1 — p, wyjdziemy na tym dobrze, jesli wiecej, to wyjdziemy
na tym zle, a jesli postawimy dokladnie p, to zaklad nie bedzie faworyzowat
nikogo z nas. Przy dlugich seriach wygrana bedzie oscylowala wokol zera.

Sytuacja sie komplikuje, jezeli wygrane sa duze w poréwnaniu do
prawdopodobienstw. Wyobrazmy sobie takie doswiadczenie. Nasz kolega bierze
dwie identyczne puszki, monete i troche gotéwki i wychodzi do sasiedniego
pokoju. Tam rzuca moneta tak dlugo, az wypadnie reszka. Notuje liczbe
wykonanych rzutéw n i do jednej puszki wktada 37! z1, a do drugiej 3" zt.
Zamyka puszki, przynosi je nam i proponuje, zeby$my wybrali, z ktérej puszki
chcemy dostaé¢ pieniadze. Mozemy jedna z nich otworzy¢ i przeliczyé gotowke,
a nastepnie albo ja wziaé¢, lub tez ,w ciemno” zdecydowaé sie na druga puszke
i zadowoli¢ tym, co tam zastaniemy. Jaka strategie powinni$my przyjac?

Zauwazmy, ze uzyskanie n rzutéw moneta do pierwszej reszki ma
prawdopodobienstwo 2%, bo musi wypas¢ doktadnie n — 1 ortéw, a potem reszka.
Jedli widzimy, ze w pierwszej puszce jest 3% zt, to albo k = 0 (czyli widzimy
jedna zlotéwke) i wtedy na pewno oplaca sie zdecydowaé na pewne 3 z1

w drugiej puszce, albo k£ > 0. W tym drugim przypadku jesli zdecydujemy sie
na pozostanie przy pieniadzach z pierwszej puszki, to wygramy po prostu 3 zi.
Jedli natomiast zdecydujemy sie na zmiane puszki, to mozemy tam zastaé albo
3k=1 21, albo 3**! z1, przy czym to drugie zdarzenie bedzie dwa razy mniej
prawdopodobne. Para (3%, 3*~1) ma bowiem prawdopodobiefistwo 2%, za$ para
(3%, 3%*+1) ma prawdopodobienstwo ﬁ Zatem oczekiwana ilo$¢ pieniedzy

w drugiej puszce to % S3k 4 % - 3k+1 co jest wicksze niz 3%, bo przeciez juz
sam drugi sktadnik to doktadnie 3*.

Dochodzimy do zaskakujacego wniosku: zawsze sie oplaca wybraé te druga
puszke! Ale po co w takim razie w ogdle byto otwieraé te pierwsza? I ktora
mialaby niby by¢ ta pierwsza — przeciez puszki sg nierozréznialne. Gdybysmy
chwycili najpierw te druga i przeliczyli pieniadze, ktére sie tam znajduja, to tez
oplacaloby sie zmieni¢ decyzje? I uzyskaé ostro wieksza warto$é oczekiwang przy
zmianie decyzji z powrotem na te pierwsza? Cos tu nie gra!

Dochodzimy tu do fenomenu znanego w probabilistyce pod nazwa paradoksu
petersburskiego. Odkryty on zostal przez Daniela Bernoulliego. Odkryt on, ze
jesli prawdopodobienstwa nieskonczenie wielu zdarzen beda odpowiednio duze, to
warto$¢ oczekiwana moze wyjs¢ nieskonczona, mimo ze w kazdym doswiadczeniu
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Co najmniej, gdyz w tych obliczeniach
zakladamy, ze mamy pecha i otwieramy
zawsze te¢ gorsza puszke, wiec

w rzeczywistosci bedzie nawet nieco lepiej.

Moéwimy tu o wyidealizowanej sytuacji,
w ktérej zakladamy nieograniczong
wyplacalnos$é drugiej strony —

w rzeczywistosci zalozenie niezbyt realne.

Opisywany eksperyment dotyczyl nieco
uproszczonej wersji, oryginalnie badanej
przez D. Bernoulliego, w ktérej nie byto
dwoch puszek, tylko po prostu

z prawdopodobienstwem 5k wygrywalo
sie 2™ zl. Latwo sprawdzié, ze wartosé
oczekiwana jest tu tez nieskonczona.

W opisywanym doswiadczeniu $rednia
warto$é deklarowanej stawki

do zaakceptowania przez pytanych
wyniosta 25. [Ian Hacking, Strange
expectations, Philosophy of Science 47
(1980), nr 4, 562-567.]

Jezeli Czytelnik Praktyczny uzna, ze
pominiecie oporéw ruchu przy predkosci
rzedu 100 km/h $wiadczy o kompletnym
oderwaniu autora od rzeczywistosci, moze
— pamigtajac o tym, ze ta sama cecha
dotyczy filméw o agencie 007 — obliczy¢,
jak czgsto Bond musi strzelaé, by
utrzymac bezpieczng predkosé. Mozna
przyjac¢, ze opory ruchu sa proporcjonalne
do kwadratu predkosci. J

/

zyskujemy jedynie skoniczong wartos¢. Tak jest i u nas. Nawet jesli bedziemy
wybierali za kazdym razem pierwsza puszke, to wartoé¢ oczekiwana wyniesie
€O najmniej % <14 i -3+ % -9+ %6 <274 ... =00. A jak bedziemy kaprysili
i zdecydujemy sie na branie tej drugiej puszki, to nawet wiecej. Zaraz, zaraz.
Wiecej niz nieskonczonosé? O ile?

No wtaénie! Nieskonczonosci nie da sie przeskoczyé. Tu mamy do czynienia

z nieintuicyjnym pojeciem nieskonczonej wartoéci oczekiwanej. W ujeciu bliskim
kawalerowi de Méré po prostu mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej zapytani,
jaka sume bylibySmy w stanie zaptaci¢, aby w taka gre sobie zagraé, powinnismy
odpowiedzie¢: kazdg. Ciekawe, ze gdy psychologowie badali ten aspekt, okazalo
sie, ze ludzie nie byli tacy przekonani o optacalnosci takiej gry i srednio
deklarowali kilkadziesiat zt.

Warto dodaé, ze Pascal pojecie nieskoniczonej wartosci oczekiwanej rozumial

na wiele lat przed Bernoullim. Opart na nim swéj stynny zaklad. W obliczu
nieskoniczonej szczesliwosci w przysztym zyciu oferowanej przez Boga nie nalezy
kombinowaé, tylko po prostu zy¢ zgodnie z przykazaniami. Zadna wartosé

w doczesnym, skoficzonym zyciu nie zrekompensuje nam braku wiecznego
szczedcia. Nie mowiac juz o nieskonczonej ujemnej wartosci oczekiwanej, jesli
przydarzyloby sie nam przegraé¢ na Sadzie Ostatecznym. Zostawmy moze te
rozwazania teologom, a na wlasny uzytek raczej omijajmy kolektury Lotto, bo
tam oczekiwana warto$¢ wygranej oscyluje wok6l —50% optaconej stawki. Wigc
jesli nachodzi nas che¢ wykupienia losu za 3 zl, to znacznie bardziej optacalne
jest wyrzucenie do kosza przy kolekturze, na przyktad, ztotéwki. W dlugiej
perspektywie wyjdziemy na tej strategii lepiej.

Fuzja Bonda

James Bond jest Scigany przez niegodziwego doktora No. Samochéd Bonda
rozwija maksymalna predko$é vy = 100 km/h, ale samochéd doktora No rozwija
nieco wieksza predkosé ug = 101 km/h. James Bond w szkole dla szpiegéw
styszal o zasadzie zachowania pedu i postanawia ja wykorzysta¢ — zaczyna
strzela¢ do przeciwnika. Jego samochéd wpada w poslizg (pomijamy tarcie

i opory ruchu) i dzigki zjawisku odrzutu przyspiesza. Sprawdzmy, ile strzaléw
(przyjmujac, ze wciaz chybia) musi oddaé James Bond, zeby uciec doktorowi No?
Masa pocisku jest réwna m = 10g, a jego predkosé wylotowa to wg = 400 m/s.
Masa samochodu Bonda wraz z pasazerem i amunicja wynosi M = 1t.

Niech v; bedzie predkoscig samochodu Bonda po pierwszym wystrzale. Z zasady
zachowania pedu wynika

Muvg = (M — m)vy — m(wy — vp),
A stad

V1 = Vg + wo-

m
M —m
Ze wzgledu na ogromng réznice mas pominiemy m w mianowniku utamka
w ostatnim réwnaniu. Powtarzamy to rozumowanie po kazdym wystrzale.
Po n strzatach Bond porusza sie z predkoscia

Uy = Vg + n%wo.
Bond musi strzela¢ tak dlugo, az jego predkos¢ przekroczy ug. To daje

’71110—1}0 M—‘
n=|— ——|.
wo m

Podstawiajac dane, otrzymujemy n = 70. A zatem lepiej chyba oddaé celny
strzal albo $ciga¢ sie na znacznie 1zejszych sankach.

A czy doktor No moze skorzystaé¢ z metody wymyslonej przez Bonda?
Oczywiscie, o ile bedzie strzelal do tyltu.
Krzysztof REJMER



