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Jesli mamy n = 6 pastwisk jak powyzej
(liczba owiec w prostokatach), to jeden

z optymalnych planéw smoka jest
nastepujacy: pozera on 9 owiec z trzeciego
pastwiska (ploszac 5 owiec z pierwszych
dwéch pastwisk), nastepnie zjada 6 owiec
z pigtego pastwiska i w koncu 1 owce

z czwartego pastwiska.

Rozwigzanie zadania M 1432.

Niech X’ bedzie takim punktem na
odcinku AZ, ze AX' = AX oraz niech Y’
bedzie takim punktem na odcinku C'Z, zZe
oYy’ =Cy.

Poniewaz < X AZ = 60°, wiec trojkat
AX X' jest réwnoboczny. Podobnie
trojkat YCY' jest réwnoboczny.
Zauwazmy, ze

SXBY =4XX'Z=<4YY'Z=120°.
Skoro AB 4+ BC = CA, to
AX + CY = AZ, wiegc
X'Z=Y'Y=BY,ZY'=X'X = XB.
Zatem tréjkaty XBY, XX'Z, ZY'Y sa
przystajace (cecha bkb). W szczegdlnosci

XY =YZ=7X.

Informatyczny kacik olimpijski (75): Smok i owce

Tym razem zadanie Smok z Akademickich Mistrzostw Polski w Programowaniu
Zespotowym 2005, ktore odbyly sie na Uniwersytecie Jagiellonskim. W dlugiej
i gtebokiej dolinie znajduje si¢ n kolejno polozonych pastwisk, na i-tym z nich
pasie si¢ a[i] owiec. Kazdego dnia doling moze nawiedzié¢ smok i pozreé¢ owce

z jednego pastwiska. Smok musi zawsze lecie¢ wzdluz doliny (ale moze wybraé,
z ktorej strony przyleci danego dnia), a z kazdego pastwiska, nad ktérym
przeleci, wszystkie owce uciekaja. Ponadto pod koniec kazdego dnia liczebnosé
owiec (czy to z powodu wilkéw, czy poglosek o smokach) na kazdym pastwisku
zmniejsza si¢ o jeden. Nalezy obliczy¢, ile maksymalnie owiec uda si¢ pozrec
smokowi (patrz rysunek).

Zauwazmy, ze niezaleznie od poczynan smoka pastwiska, ktore nie zostaly przez
niego odwiedzone (tzn. owce na tych pastwiskach nie zostaly przez niego ani
pozarte, ani sploszone), leza w spéjnym fragmencie doliny. To sugeruje
nastepujace rozwiazanie dynamiczne: wypelniamy tabelke, w ktdrej d[, j, k]
oznacza maksymalna liczbe pozartych owiec, jesli pastwiska nieodwiedzone leza
w przedziale [i, j], a smok wykonuje k-ty lot. Pomijajac przypadki brzegowe,
nastepujaca rekurencja pozwala wyznaczy¢ tabelke w czasie O(n?):
d[i, j, k] = max(d[i + 1,7, k], d[i,j — 1,k],

max(0,afi] —k+1)+di + 1,5,k + 1],

max(0,alj] —k+1)+d[i,j — 1,k +1]).
Widaé, ze problemy smoka sa dwa: ktére pastwiska wybrac i w jakiej kolejnosci
je odwiedzaé. Zalézmy, ze w pewnym optymalnym rozwiazaniu smok odwiedza
kolejno pastwiska o numerach i1, o, ...,%;. Poniewaz na kazdym z nich sie¢ posili,
zatem afi;] > j, 1 w sumie zje A = Z?Zl(a[ij] —j+1) owiec. A czy istnieje inna
kolejnosé, w ktérej moze on odwiedzaé te pastwiska? Zauwazmy, ze liczba owiec
z pastwiska i;, ktére nie zostang pozarte przez smoka, wynosi j — 1, zatem
W sumie nie pozre on (’;) owiec. Ale jesli smok nie bedzie latal kompletnie
bez sensu (tzn. nie bedzie ploszyl owiec na pastwiskach 41,...,4), to po j-tym
przelocie liczba owiec zmniejszy sie co najwyzej o k — j, zatem w sumie zmniejszy
si¢ co najwyzej o (g) Zatem, odwiedzajac pastwiska np. w kolejnosci od prawej
do lewej, smok zje co najmniej A owiec, czyli tyle, ile w rozwigzaniu optymalnym.

To pozwala nam uproéci¢ i przyspieszy¢ nasze rozwiazanie dynamiczne do
dzialajacego w czasie O(n?), rozwazajac jedynie przedziaty postaci [1, j]:

d[j, k] = max(d[j — 1, k], max(0,a[j] —k+1)+d[j — 1,k + 1]).
Sprobujmy podejsé do problemu jeszcze inaczej. Zatézmy przez chwile, ze smok
swoim lotem nie straszy owiec. Moze wtedy odwiedzaé pastwiska w dowolnej
kolejnodci, zatem naturalne jest, ze optaca mu sie zastosowaé strategie zachtanna
i zaczyna¢ od pastwisk, na ktérych owiec jest jak najwiecej. Niech iq,1s,..., 45
bedzie ciaggiem numeréw pastwisk uporzadkowanym nierosnaco wzgledem liczby
owiec, tzn. afi1] > aliz] > ... > a[i,]. Zachtanny smok pozre

A, = E?Zl max (0, ali] —j + 1)
owiec i bedzie ucztowal na pastwiskach iy, ..., 7, gdzie k jest ostatnim indeksem,
dla ktérego afix] — k 4+ 1 > 0. Ale, jak udowodniliémy wczesniej, odwiedzajac
pastwiska ze zbioru {i1,...,i;} w kolejnosci od prawej do lewej, smok pozre
co najmniej A, owiec i nie sploszy zadnej owcy z tego zbioru. Zatem A, jest
optymalna liczbg pozartych owiec, a do jej wyznaczenia wystarczy posortowac
dany na wejéciu ciag, co mozna zrobi¢ w czasie O(nlogn).

Okazuje sie, ze powyzsze zadanie mozna uogélnic¢, a rozwigzanie nadal bedzie
dziata¢. Jesli przedstawimy doline jako graf nieskierowany, w ktérym wierzchotki
oznaczaé bedg pastwiska, a krawedzie taczy¢ beda te z nich, pomiedzy ktérymi
moze przelecie¢ smok, to dostaniemy graf o jednej Sciezce. Mozemy wiec zamiast
niego rozwazy¢ dowolny graf nieskierowany. To bylo treécig zadania Godzilla

z Obozu Naukowo-Treningowego im. A. Kreczmara w 2010 roku.

Tomasz IDZIASZEK

20



