O pewnym ciekawym zastosowaniu
modelu drapieznik—ofiara

Urszula FORYS*, Pawel MATEJEK®

W artykule tym podejmiemy prébe wyjasnienia nietypowej
dysproporcji gatunkowej na kontynencie australijskim. Chodzi

o niespotykany nigdzie indziej brak statocieplnych drapieznikéw,
przy jednoczesnym rozkwicie zimnokrwistych miesozercéw. Zwrécit
na to uwage w swoim artykule The case of missing meat eaters
(opublikowanym w Natural History w 1993 roku) Tim Flannery,
mammolog i paleontolog, specjalizujacy sie

w australijskim ekosystemie.

Powodéw zaistnialego stanu rzeczy doszukiwal sie w plejstocenie,
gdy czlowiek jeszcze nie dotart na kontynent, a Australia wraz

z przylegtymi wyspami tworzyla tzw. Meganezje. W tym czasie
na wszystkich kontynentach zylo wiele wymartych dzis gatunkéw,
nalezacych do tzw. megafauny, czyli populacji zwierzat, ktérych
masa czesto przekraczala tone, jak np. mamut wlochaty, ktory
osiggal mase 4—6 ton, czy Indrikoterium, nieparzystokopytny ssak
ro$linozerny, blisko spokrewniony z nosorozcowatymi, o masie

do 15 ton. Pod koniec plejstocenu wielkie wymieranie dotkneto
zwierzeta z calego globu, ale wszedzie — poza Australig —
przetrwato wiele gatunkéw ssakéw, w tym drapieznych,
osiagajacych duza mase, w szczegdlnosci rézne gatunki kotowatych
(puma, ry$, tygrys, lampart, lew, jaguar i gepard).

Jako jedna z mozliwych przyczyn wymarcia australijskiej
megafauny, wskazywang przez wielu biologéw, Flannery przytoczyt
niewielkie rozmiary Meganezji, co mialo skutkowaé zbyt mata
przestrzenia zyciowa. Jednakze np. Madagaskar wykazuje
poréwnywalne zréznicowanie gatunkowe, choé jego obszar jest
ponad dwadziescia razy mniejszy.

Kolejng czesto przytaczang hipoteza jest stwierdzenie, ze torbacze
mialy relatywnie male mozgi, co uniemozliwito im wyewoluowanie
w skuteczne drapiezniki. Jednak np. z czwartorzedowych
poludniowoamerykanskich drapieznych torbaczy wyewoluowaly
drapiezniki przypominajace péinocnoamerykanskie tygrysy
szablozebne, zdolne do skutecznego polowania na najwieksze
6wczesnie zyjace zwierzeta roslinozerne. Podobnie przodkowie
amerykanskiego oposa dali poczatek wielu przedstawicielom
megafauny.

Bardziej prawdopodobna wydaje si¢ inna przyczyna. Australia

jest starym kontynentem, o stabilnej historii geologicznej. Przez
ostatnie 50 milionéw lat nie doswiadczala zlodowacen, proceséow
gérotworczych, czy aktywnosci wulkanicznej — proceséw niezbednych
przy tworzeniu gleb. Ponadto zwarta linia brzegowa, brak

wiekszych zatok, wysoka krawedZz Wyzyny Zachodnioaustralijskiej
oraz Wielkie Gory Wododzialowe polozone na wschodzie sprawiaja,
ze przenikanie wplywéw oceanicznych do wnetrza kontynentu jest
niewielkie. Dlatego na wigkszosci terenéw Australia jest wyjatkowo
nieurodzajna — panuje tam suchy klimat kontynentalny, bywa,

ze pora deszczowa nie nadchodzi przez kilka lat z rzedu, a szata
roslinna tworzy przede wszystkim stepy, pétpustynie i pustynie.
Dzieje sie tak pomimo tego, ze Australia lezy na poludniowe;j
pétkuli, gdzie przewaga powierzchni mérz nad ladami jest znaczna,
co teoretycznie powinno istotnie tagodzi¢ i stabilizowaé¢ klimat.

Ten ciagly nieurodzaj powoduje, ze australijscy roslinozercy

sg zmuszeni zy¢ w duzo wigkszym rozproszeniu niz roslinozercy
zyjacy na innych kontynentach. Jak pisze Flannery, zmniejszona
liczebno$é potencjalnych ofiar sprawia, ze tylko populacje
miesozercéw, ktore maja odpowiednio malte zapotrzebowanie

na pozywienie, sa w stanie przetrwaé. Wobec tego wéréd
drapieznikéw faworyzowane sa te o mniejszych rozmiarach ciata
albo o wolniejszym metabolizmie — w obu przypadkach

do przezycia potrzeba mniejszych iloSci pozywienia. Kregowce
zmiennocieplne maja ponad sze$¢ razy mniejsze zapotrzebowanie
na energie niz torbacze, a dziesie¢ razy mniejsze niz lozyskowce.
Oznacza to, ze najwiekszy znany drapiezny torbacz, lew workowaty,
potrzebowal szes¢ razy wiecej upolowanych ofiar niz konkurujace

z nim Quinkana (krokodyle wazace ponad 200 kg), Wonambi (weze
wazace 50 kg) czy Megalania (spokrewnione z waranem jaszczurki,
dwa razy wieksze niz wspélczesne, mierzace 2,5 do 3 metréw
warany z Komodo). Ponadto, krokodyle, weze i jaszczurki,
poniewaz nie musza utrzymywac stalej temperatury ciata, potrafia
przetrwaé bez pokarmu znacznie dluzej niz zwierzeta statocieplne,
co przy trudnym australijskim klimacie jest dodatkows zaleta.

Gady, takie jak Quinkana, Wonambi czy Megalania, wyginely

w plejstocenie, podobnie jak lew workowaty i wiele innych zwierzat
megafauny. Jednak potomkowie gadzich olbrzyméw, jak waran

z Komodo, nadal zyja, natomiast wiekszos¢ torbaczy wéwczas
bezpowrotnie znikneta. Wyginely wszystkie drapiezniki osiagajace
wiecej niz 5 kg, wylaczajac diabta tasmanskiego i wilka
workowatego.

Wtlaénie to zagadnienie, czyli dynamike populacji drapieznika przy
ograniczonej zasobnosci ofiar, przeanalizujemy za pomoca modelu
Lotki—Volterry z ograniczong pojemno$ciag srodowiska dla ofiar.
Analiza ta ma na celu zweryfikowanie przypuszczen Flannery’ego
co do powoddéw znikniecia drapieznych torbaczy.

Model matematyczny

Zastosowany przez nas model matematyczny bazuje na klasycznym modelu

Vito Volterra (1860-1940)

— wloski matematyk i fizyk, profesor
uniwersytetéw w Pizie, Turynie i Rzymie.
Zajmowal si¢ opracowywaniem modeli
matematycznych w biologii. Byt jednym
z trzynastu wloskich profesoréw, ktérzy
w 1931 roku odméwili ztozenia przysiegi
na wierno$¢ Mussoliniemu, za co

stracit katedre.

Alfred James Lotka (1880-1949)

— urodzony we Lwowie amerykanski
matematyk, chemik (chemia fizyczna,
biofizyka), ekonomista, statystyk

i demograf.

Lotki—Volterry, ktory jest najstarszym znanym modelem opisujacym interakcje miedzy
dwiema populacjami. Zostal on uzyty do opisu dynamiki populacji ryb w Adriatyku
przez Volterre w 1926 roku. Rybacy towigcy ryby w Adriatyku zauwazyli, ze w czasie
trwania i niedtugo po zakonczeniu pierwszej wojny $wiatowej populacja ryb drapieznych
w Morzu Srédziemnym znacznie wzrosta. Owczeéni biolodzy nie potrafili wyjasni¢ tego,
zdawalo im sie, paradoksalnego zjawiska. Volterra w swojej pracy Variazionsi

e fluttuazioni del numero d’individut in specie animali conviventi zaproponowal model,
za pomoca ktérego wyjasnil, dlaczego wstrzymanie polowéw spowodowalo ten nagly
wzrost. Nieco wezesniej, w 1920 roku, Lotka niezaleznie od Volterry, skonstruowat

ten sam model i uzyt go do opisu zmian stezen dwoch reagujacych ze soba substancji
chemicznych. Obecnie najbardziej znanym przykladem zastosowania tego modelu jest

analiza zmian populacji kanadyjskich rysi i zajecy, wykonana na podstawie danych z lat
1847-1903, dotyczacych skupu skér przez Kompanie Zatoki Hudsona.

Aby sformutowaé¢ model, musimy przyjaé¢ pewne zalozenia dotyczace opisywanych
populacji i ich srodowiska. Niech V' oznacza populacje ofiar, zas P populacje
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drapieznikéw (ponizej te same oznaczenia zostang uzyte do opisania zageszczen
populacji ofiar i drapieznikéw odpowiednio — nie powinno to prowadzié¢ do niejasnosci).



X oznacza pochodng X wzgledem czasu.

Portret fazowy danego ukladu réwnan

rézniczkowych to zobrazowanie przebiegu

rozwigzan w przestrzeni (V, P), gdzie

rozwiazania sg krzywymi opisanymi

lokalnie jako funkcje P(V') lub V(P),
a przebieg w czasie zaznaczamy

strzatkami, ktérych kierunek wyznaczony

jest przez wektor (V, P).

Stan (punkt) stacjonarny danego uktadu

to takie rozwiazanie, ktére nie zalezy

od czasu, wigc prawa strona uktadu zeruje

sie w
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1. W érodowisku wystepuja wylacznie rozwazane gatunki V oraz P. Innych zwierzat
w danym srodowisku nie ma, lub nie maja wpltywu na badang dynamike populacji,
zaréwno drapieznikéw P, jak i ofiar V.

2. Gdy nie ma drapieznikéw, srodowisko jest sprzyjajace dla ofiar — nie ma w nim
zadnych innych ograniczen. W takiej sytuacji ich dynamika jest opisywana
réwnaniem Malthusa (wzrostu wykladniczego):

V(t)=rV.
3. Gdy nie ma ofiar, drapiezniki nie majg pozywienia, co powoduje wymieranie gatunku:
P(t) = —sP.

4. Ofiary rozmnazaja si¢ niezaleznie od polowan drapieznikéw. Drapiezniki polujac
na ofiary, zmniejszaja ich populacje, zatem wzrost populacji P powoduje spadek
populacji V. Jednoczesnie drapiezniki zdobywaja pokarm, ktéry dostarcza im energie
potrzebna do zycia, w tym do rozmnazania sie — zatem populacja P wzrasta wraz
ze wzrostem populacji V.

Zaktadajac dodatkowo réwnomierne rozmieszczenie osobnikéw w przestrzeni,
otrzymujemy klasyczny model Lotki—Volterry, opisany nastepujacym ukladem réwnan
rézniczkowych zwyczajnych:

1) {V(t) = rV —aVP,

P(t) = —sP + abV P,

gdzie: V =V (t), P = P(t) to odpowiednio zageszczenie populacji ofiar drapieznikéw
(zmienne wzgledem czasu t), r — wspdlczynnik rozrodczosci ofiar, a — skutecznosdé
polowan, s — Smiertelno$¢ w populacji drapieznikéw i b to czes¢ biomasy przeznaczona
na reprodukcje, przy czym wszystkie powyzsze wspélczynniki sa dodatnie.

Analiza tego modelu pozwala uzyskaé portret fazowy i przebieg rozwigzan, jak
przedstawiono na rysunkach. Gérny to wykres gestosci populacji drapieznikéw i ofiar,
dolny za$ to portret fazowy klasycznego modelu Lotki—Volterry, opisanego uktadem (1).
Wyrézniony cykl odpowiada warunkowi poczatkowemu V(0) = 1, P(0) = %

Kiedy populacja ofiar si¢ rozwija, drapiezniki maja wigcej
pozywienia, wiec ich liczno$é rowniez wzrasta. Jednakze

im wiecej drapieznikéw, tym wiecej odlawianych przez nie
ofiar, a zatem po pewnym czasie liczebno$¢ populacji ofiar
zmaleje. To z kolei powoduje zmniejszenie dostepnosci
pozywienia dla drapieznikéw, a wiec spadek ich liczebnosci,

a to z koniecznosci zmniejsza odsetek upolowanych ofiar

i umozliwia wzrost ich liczby — tak cykl sie zamyka. Rysunki
wykonane zostaly przy stalych réwnych odpowiednio: r = 1,
azl,s:%,b:%.

‘ ‘ Widzimy tez, ze rozwiazania sa okresowe, o maksimach

15 20 przesunietych w czasie, co dobrze oddaje cyklicznos¢ zjawisk

zachodzacych w przyrodzie. Co wigcej, rozwiazania oscyluja
wokot dodatniego stanu stacjonarnego (V, P) = (ﬁ, g) iich

wartosci $rednie sa rowne wspoétrzednym tego punktu
niezaleznie od trajektorii, czyli takze od warunku

\ poczatkowego. Wlasno$é te nazywamy prawem zachowania

Srednich w ukladzie drapieznik—ofiara i jest ona przyczyna
\ zmian zaobserwowanych przez rybakdéw po pierwszej

wojnie Swiatowej.

Faktycznie, jedli w uktadzie (1) uwzglednimy odlawianie, to

dostaniemy:

V(t)= rV —aVP—dV,
P(t) = —sP + abV P — d>P,

gdzie di, d2 sg wspdlczynnikami odlawiania odpowiednio
ofiar i drapieznikow. Przy zalozeniu, ze r > di, czyli odlowy
nie prowadza do zagtady gatunku V, dostajemy uktad
Lotki—Volterry ze zmienionymi wspotczynnikami:

0,0 0,5

1,0

V — ofiary

1,5 2,0 2,5 r—=r—di, s—s+ds
od s+ ds — od r—d =
= [/»,,FI:7>\/’P,T1—41<p7
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Izokliny zerowe uktadu (2)
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Proste czarne reprezentuja ofiary,
a kolorowe drapiezniki. Strzatkami
zaznaczony jest kierunek orbit
przechodzacych przez izokliny. Oba
rysunki zostaly wygenerowane dla stalych
r=k=a=s=11rdbznig si¢ wylacznie
wartoscig wspoétczynnika b, przy czym
na gérnym rysunku wynosi on 3/4,
a na dolnym 2.

Punkt jest siodlem, jesli orbity w jednym
kierunku sa przyciagane, a w drugim
odpychane.

Gdy punkt jest weztem, orbity sa
krzywymi, ktére koticza si¢/zaczynaja
bezposrednio w tym punkcie.

Punkt stabilny asymptotycznie przyciaga
rozwigzania ze swego otoczenia.

Punkt jest ogniskiem, gdy orbity
przebiegaja spiralnie wokél niego —
nie konczy si¢/zaczynaja bezposrednio
W nim.

czyli odtawianie dziata zawsze na niekorzy$é¢ drapieznikéw, a na korzysé ofiar.
Zauwazmy, ze z tej prostej zasady wynika tez, iz warto si¢ zastanowié ingerujac
w uktady ekologiczne, w ktérych ofiara jest jakims$ szkodnikiem (np. populacja
dokuczliwych owadéw), bo poskutkuje to gtéwnie zmniejszeniem populacji
drapieznikéw, ktére z naszego punktu widzenia sa pozyteczne. Oczywiscie, jesli
wytepimy gatunek ofiar, to zginie takze gatunek drapieznikéw.

Jak widzimy, nawet tak prosty model, jak opisany powyzej, moze przyczynic si¢

do wyjasnienia pewnych zjawisk biologicznych. Jednak mimo tych zalet model
Lotki—Volterry nie jest pozbawiony wad, nie uwzglednia on bowiem wielu zjawisk
majacych istotny wplyw na dynamike populacji, jak chociazby konkurencji o pokarm
pomiedzy ofiarami, gdy ich populacja wzrasta. Daloby to pewne ograniczenie gorne,
a tym samym hamulec wzrostu wyktadniczego ofiar. Poniewaz ten wtasnie czynnik
ma, wedlug Flannery’ego, zasadnicze znaczenie w $rodowisku australijskim, wiec
przedstawimy modyfikacje uktadu (1) uwzgledniajaca pojemnosé srodowiska dla
populacji ofiar. Do réwnania opisujacego populacje ofiar w modelu (1) dodamy
sktadnik postaci 77‘kV27 odpowiadajacy wewnatrzgatunkowej konkurencji o pozywienie,
gdzie wspdtezynnik k oznacza pojemnosé srodowiska. Sktadnik ten mozna takze
interpretowaé w nastepujacy sposob. Rozwazmy model dynamiki populacji ofiar

w przypadku braku drapieznikéw:

V=VfV),

gdzie mamy f(V) = r przy wykladniczym wzroécie populacji, natomiast jesli zatozymy,
ze populacja rozwija si¢ w ograniczonym srodowisku, to oczywiste wydaje si¢ zalozenie,
ze f(V) powinna by¢ malejaca funkcja V, gdyz im wiecej jest osobnikéw w $rodowisku,
tym wolniej moze sie ta populacja rozwijaé¢. Musi takze by¢ taka wielkos¢ populacji k,
dla ktérej nastepuje catkowite zahamowanie wzrostu, czyli f(k) = 0. Najprostsza
funkcja spelniajaca wymienione zalozenia jest liniowa funkcja f(V) =r (1 - %)7 gdzie
r oznacza teraz maksymalny wspoétczynnik wzrostu populacji.

Otrzymamy w ten spos6b nastepujacy rozbudowany model drapieznik—ofiara:

V(t) = rV(l - %) —aVP,

2) :
P(t) = —sP + abV P,

gdzie zmienne i parametry (oprécz k) maja taka sama interpretacje jak dla (1), zas

parametr k oznacza pojemno$é¢ srodowiska dla gatunku ofiar.

Zajmiemy sie teraz analiza jakosciowa przebiegu rozwiazan. W tym celu narysujemy
portret fazowy modelu, z ktérego odczytamy globalne zachowanie rozwigzan.
Zaczniemy od wyznaczenia izoklin zerowych, czyli krzywych, na ktérych zeruja sie
prawe strony pierwszego (dla zmiennej V') i drugiego (dla zmiennej P) réwnania.
Izokliny maja postaé:
v
e dla zmiennej V: V =0, P = r (1 - E)’
a
e dla zmiennej P: P =0,V = ib’
a

co przedstawiaja rysunki na marginesie.

Stany stacjonarne odczytujemy jako punkty przecie¢ odpowiednich izoklin. Zauwazmy,
ze gdy k < 5, to jeden z punktéw przecigcia pojawia si¢ poza pierwsza ¢wiartka uktadu
(w éwiartce czwartej, na przedtuzeniu odpowiednich prostych), a zatem wykracza poza
dziedzing rozwazan modelu, za$ gdy k > =, to punkt ten miesci si¢ w pierwszej cwiartce.
Poniewaz zadna z tych nieréwnosci nie jest wyrdzniona przez nasz model, analiza musi
obejmowa¢ dwa przypadki. Przypadek trzeci, k = %, jest przypadkiem granicznym,

w ktérym punkty (k,0) i (V, P) sklejaja sie¢ — jest on tozsamy z sytuacja, gdy k < =.
Mozemy wykazaé, ze sa dwa lub trzy stany stacjonarne o nastepujacym charakterze:

e (0,0) jest siodtem,

e (k,0) jest weztem stabilnym asymptotycznie lub siodtem,

« (7. = (5.2
stabilnym.

—, = (1 - i)), istnieje o ile k& > = i jest weztem lub ogniskiem
ab’ ¢ abk ab

Na podstawie tych rysunkéw mozemy naszkicowaé portrety fazowe, ktére
przedstawiamy na sasiedniej stronie (w przypadku & > =% punkt (V, P) narysowany

zostal jako ognisko, choé moze byé tez weztem).
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Podobnie jak w przypadku izoklin, oba rysunki zostaly wygenerowane dla stalych: r =1, k =1, a = 1, s = 1; réznig si¢ wylacznie wartoscia
wspdélezynnika b, przy czym na wykresie lewym b = 0,75, za§ na prawym b = 2. Na obu portretach wyréznione zostaly po dwie przyktadowe
orbity: jedna przechodzaca przez punkt (1,0,4), druga przez punkt (0,4, 0,3).

Patrzac na te portrety fazowe, widzimy ciekawe rzeczy.

e Osie ukladu sa orbitami.

e Jedli punkt (V, P) jest poza dziedzing lub skleja si¢ z (k,0), to izokliny dziela
przestrzen fazowsa na trzy obszary — nazwijmy je A, B, C, liczac od lewej.
Rozwiazanie zaczynajace sie w C musi przej$¢ do B, bo w przeciwnym razie
wspélrzedna P uciekataby do nieskoriczono$ci, zas w obszarach A i B obie
wspolrzedne sa monotoniczne i ograniczone, a wiec zbiezne. Zatem punkt stacjonarny
(k,0) jest rozwigzaniem globalnie stabilnym.

e Gdy punkt (V, P) jest wewnatrz dziedziny (k < =), to jest on lokalnie stabilny.
Stosujac odpowiednie metody (np. metode funkcji Lapunowa), mozemy tez wykazaé,
ze jest on globalnie stabilny.

Whnioski

Po przeanalizowaniu uktadu (2) otrzymaliSmy jeden punkt

globalnie stabilny:

o punkt (k,0), o ile k < ib
a

o punkt (Vi, P.), o ile k > ib

a

Kazdy z tych punktéw jest zbiorem granicznym, do ktorego

zbiegaja wszystkie inne orbity ukladu, poza orbitami

biegnacymi wzdtuz uktadu wspélrzednych. Znaczy to, ze

dowolne rozwiazanie z warunkiem poczatkowym o obu

wspolrzednych dodatnich, czyli zaczynajace sie od dodatnich

populacji tak drapieznika, jak i ofiary, bedzie z uptywem

czasu zbiegalo do rozwigzania stacjonarnego, jednego z dwdch

powyzszych — do ktérego, to zalezy od wartoéci

parametréow ukladu.

Pamietamy, ze chcieliSmy poréwnaé¢ dynamike populacji
drapieznika statocieplnego ze zmiennocieplnym w tym samym
$rodowisku. Skoro tak, to mozemy przyjac, ze wspotczynniki
r oraz k, jako opisujace populacje ofiar, sa zadane z gory
przez model (albo np. pomiary terenowe). Natomiast

dla drapieznikéw — skoro chcemy poréwnywaé dwa rézne
gatunki, to bedziemy poréwnywali model z dwoma zestawami
parametréw: (a1, b1, s1) dla pierwszego drapieznika oraz

(a2, b2, s2) dla drugiego drapieznika.
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Zauwazmy, ze wystarczy manipulacja wspétczynnikiem b,
aby wybracl, czy k < %, czy k > 2 — im wigksze b,

tym mniejszy utamek po prawej stronie. Parametr b

w modelu (2) opisuje czesé energii pozyskanej z upolowanej
ofiary przeznaczona na rozréd drapieznika. Jak juz bylo
zaznaczone we wstepie, zwierzeta zmiennocieplne maja
kilkakrotnie mniejsze zapotrzebowanie na energi¢ niz
statocieplne, gdyz nie muszg utrzymywacé stalej temperatury
ciala i szybkiego tempa metabolizmu, co oznacza, ze
relatywnie wiecej energii moga przeznaczy¢ na reprodukcje.
W kontekscie omawianego modelu (2) oznacza to wigksza
warto$é wspdtezynnika b.

Mozna te sytuacje interpretowaé w ten sposéb, ze dwa rézne
przypadki portretow fazowych, a wiec i rézne mozliwe
zachowania rozwiagzan, odpowiadaja dwém réznym gatunkom
drapieznikow, przy czym przypadek pierwszy, gdy
rozwiazania uktadaja sie jak na rysunku z lewej, oznacza,

ze mamy do czynienia z drapieznikiem statocieplnym, zas gdy
wygladaja jak na rysunku z prawej, z drapieznikiem
zmiennocieplnym. To uzasadnia, zgodnie z przypuszczeniami
Flannery’ego, nieuchronnos¢ zagtady australijskich
drapieznych torbaczy i jednoczesne przetrwanie stabilnej
populacji miesozernych gadéw.



