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Czytelnikéw zainteresowanych bardziej
szczegbélowym opisem zachecamy

do przeczytania pigtego rozdziatu ksigzki
Wprowadzenie do biomatematyki
autorstwa J.D. Murraya.

Moglibysmy takze pokusi¢ si¢

o zastosowanie modelu cigglego — wéwczas
czas nie bylby reprezentowany przez ciag
oddalonych od siebie punktéw, ale przez
pélprosta rzeczywista. Takie przyblizenie
jest uprawnione, jesli czas obserwacji jest
dostatecznie dlugi w stosunku do czasu
miedzy kolejnymi obserwacjami.

Na przyktad, jesli obserwacje
prowadziliby$§my na przestrzeni kilku lat,
a stan emocjonalny kazdego z partneréw
notowaliby$my co 15 minut, albo
obserwacje bylyby prowadzone przez
miesigc, ale stan emocjonalny kazdego

z partneréw bylby notowany

co kilka sekund.

SkorzystaliSmy tutaj ze wzoru na sume
wyrazéw ciggu geometrycznego.

Analogiczne rozumowanie mozna
przeprowadzié¢ dla drugiego réwnania
uktadu (1) i wywnioskowad, ze |ra| < 1.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Wydaje sig, ze nie ma rzeczy mniej logicznych niz uczucia. Czasami trwale i szczesliwe
zwiazki tworzg ludzie, o ktérych malo kto by wcze$niej powiedzial, ze sa dla siebie
stworzeni. Z drugiej strony, niejednokrotnie idealne, zdawaloby sie, pary rozpadaja sie
po pewnym czasie. W jaki spos6b mozemy wiec przewidzie¢ dynamike danego zwiazku?
Czy poczatkowy zachwyt druga osoba bedzie sie umacnial, czy wrecz przeciwnie —
zmieni si¢ w nieche¢? Na te pytania czasem trudno odpowiedzie¢ psychologom,

a w zachowaniu partneréw niejednokrotnie trudno doszukac si¢ logiki. Wydaje sie, ze
angazowanie opartej na logice matematyki do tak trudnego i pozornie niescistego
problemu jest skazane na porazke. Okazuje sie jednak, ze ,krélowa nauk” nawet

w takiej sytuacji jest w stanie wcisnaé swoje trzy grosze.

Opisze tutaj badania przeprowadzone przez grupe amerykanskiego psychologa

Johna Gottmana w latach osiemdziesiatych i dziewieédziesiatych ubiegltego wieku.
Pierwszy problem, przed ktérym staneli badacze, to pytanie, w jaki sposéb za pomoca
liczb opisa¢ emocje. W badaniach uczestniczyty 73 pary. Obserwowano ich zachowanie
podczas rozméw na rézne, budzace emocje tematy (takie jak pieniadze, tesciowie, itp.)
i zliczano zachowania ,pozytywne” (np. humor, szczery usmiech) i ,negatywne” (np.
krytyka, agresja). W ten sposob, po kazdej takiej rozmowie otrzymywano liczbe bedaca
réznica liczby zachowan ,pozytywnych” i ,negatywnych”, ktéra w jakis sposéb
opisywala stan emocjonalny kazdego z partneréw.

Postaramy sie teraz opisa¢ zmiany stanéw emocjonalnych partneréw za pomoca modelu
matematycznego. Uzyjemy modelu dyskretnego, czyli takiego, w ktérym stan procesu
(tutaj stan emocjonalny kazdego z partneréw) jest opisany tylko w pewnych oddalonych
w czasie momentach. Dtuzsza rozmowe warto arbitralnie podzieli¢ na rundy i wydaje
sie, ze kolejne wypowiedzi kazdego z partneréw doskonale nadajg sie do tego, by

po nich zapisa¢ stan emocjonalny rozméwcéw.

Oznaczmy przez Z; stan emocjonalny zony, a przez M; stan emocjonalny meza

po t rundach. Przyjmijmy takze, Ze to zona rozpoczyna rozmowe. Stan emocjonalny
partneréw bedzie zmienial si¢ w czasie i bedzie opisany ciggiem liczb

Zh, My, Za, M, . ... Przyjmijmy jeszcze jedno zalozenie: stan emocjonalny partnera
po kolejnej rundzie zalezy zaréwno od jego aktualnego stanu emocjonalnego, jak

i od stanu emocjonalnego drugiego z partneréw. Niech ten wplyw opisujg pewne
funkcje f i g — ich postaé¢ ustalimy pézniej. A zatem stan emocjonalny partneréw
opisujemy nastepujacym uktadem réwnan:

Ziw1r = f(Zy, M), M1 = g(Zev1, My).

Z funkcji f i g wydzielmy cze$é niezalezng od drugiego partnera. Bez wplywow
zewnetrznych nasze emocje zwykle ulegaja wyciszeniu i osiggamy pewien stan
réwnowagi wewnetrznej (ktéry moze byé rézny dla réznych oséb — jedni sg nastawieni
bardziej pozytywnie do zycia, inni mniej). Ten sktadnik najlatwie]j jest modelowaé przez
réwnanie liniowe. Przyjmijmy zatem, ze gdyby obok nie bylto drugiego z partneréw, to
stan emocjonalny zmienialby si¢ zgodnie z réwnaniem liniowym

(1) Ziv1 =112 + a, M1 =ro My +0b.

Przyjrzyjmy si¢ zachowaniu rozwigzan jednego z powyzszych réwnan. Mamy
Z1 =r1Zo + a, nastepnie Zo =r1Z1 +a=r1(riZo+a)+a= 270 + (r1 + 1)a oraz
Zs = 1370 + (r} + 71 + 1)a. Stad mozemy wywnioskowaé

1— t
Zt:’l"fl;Z()-f—G/' "1

1—7“1.

Jedli |r1] < 1, to wéwezas ciag Z; bedzie zblizal sie do a/(1 — r1), czyli stan
emocjonalny osoby bedzie si¢ ustalal. Z drugiej strony, jedli |r1| > 1, to ciag nie bedzie
zbiezny i wartosci Z; beda, co do modulu, coraz wigksze. Taka osobe, ktérej emocje
,hakrecaja” sie same z siebie, trudno uznaé za zdrowa psychicznie. Przyjmiemy zatem,
ze |ri| < 1 oraz |rg| < 1.

Do réwnan (1) dodajmy wplyw meza na zong (i odwrotnie). Otrzymamy model
(2) Ziv1 = Waz(Me) +r1Zi +a, My = Wz (Zigr) +raM; + 0.

Pozostaje nam w jaki§ sposéb zdefiniowaé funkcje wpltywu meza na zone Wasz (M)
i zony na meza Wz (Zey1). Sprébujmy wyobrazié sobie, jak taka funkcja moglaby
wygladaé¢. Z odbiorem pozytywnych sygnaléw wysytanych przez partnera jest podobnie
jak ze stodzeniem herbaty. Jesli do herbaty wsypiemy za mato cukru, to nie poczujemy,
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wplyw na zone

emocje meza

Przyktadowa, ,idealna” funkcja wplywu
meza na zone (kolorowa linia ciggta)
i bardzo uproszczona (linia przerywana).

wplyw na zone

. emocje meza

Funkcja wplywu meza na zong uzyta
przez Gottmana.

Punkt stacjonarny nazywa si¢ czasem
takze punktem réwnowagi, stanem
stacjonarnym lub stanem réwnowagi.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1431.
Zalézmy, ze n kul o promieniach
r1,...,7n spelnia podang wtasnosé
(pokrywa wszystkie Sciany P). Wéwczas
Z;—l /l'/T'r? > S, gdzie S to pole
powierzchni bocznej P. Ponadto

4 n 3« . sz s
V = §7r 21:1 r;. Stosujac nieréwnosé

Holdera do ciagéw (r7, ..., r2), (1,...,1)
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ze postodziliémy napdj. Z drugiej strony, jesli wsypiemy do jednej szklanki bardzo duzo
cukru (powiedzmy pigé tyzeczek), a do drugiej niewiele wigcej (dajmy na to pieé i pét),
to réznicy w stodkosci napojéw w tych dwdch szklankach nie wyczujemy. Zatem funkcja
wplywu powinna zmieniaé si¢ wolno dla matych wartosci emocji (pozytywnych czy
negatywnych), potem powinna zmieniaé si¢ szybciej, a nastepnie tempo jej zmian znéw
powinno zwalniaé. Przyktad takiej funkeji narysowaliémy na rysunku obok kolorows,
linig ciagla. Chociaz funkcja opisujaca odpowiedZ na emocje negatywne powinna mieé
podobny przebieg, nie musi by¢ ona odbiciem symetrycznym wplywu emocji
pozytywnych. Latwo sobie wyobrazi¢ osobe, ktéra gwaltowniej reaguje na krytyke niz
na pochwaly lub odwrotnie. Taka ,idealna” funkcja ma jednak podstawowa wade: jej
ksztalt nie jest tatwy do opisania, szczegdlnie jesli chcemy ja dopasowaé do danych
do$wiadczalnych (choé, oczywiscie, nie jest to niemozliwe). Konstruujac model, staramy
sie uprosci¢ opis sytuacji na tyle, na ile to jest mozliwe. Pewnym pomystem

na uproszczenie tej idealnej” funkcji jest rozpatrzenie funkcji kawaltkami statej
(przerywana linia na rysunku). Wéwczas zakladamy, ze do pewnego momentu partnerzy
nie reagujg na sygnaly drugiej strony, a nastepnie ich reakcja jest stala.

W swoich badaniach Gottman poszed! jednak inna droga — przyblizyt ,idealna” funkcje
przez funkcje kawatkami liniowa (na dolnym obrazku). To podejscie ma te zalete, ze
otrzymana funkcja jest ciggla i opisana jedynie przez dwa parametry: nachylenie prostej
na prawo od zera i nachylenie prostej na lewo od zera. A zatem kazda z funkcji wplywu
bedzie opisana dwoma parametrami i beda one dane wzorami:

jesli M, > 0,
jesli My < 0,

jedli Z, >0,
jesli Z, < 0.

azmZy
BzmZy

OthMt

Waiz(Me) = {ﬁMZMt

Wznm(Ze) = {

Zanim krétko oméwie wyniki badan grupy Gottmana, zastanéwmy sie, jakie wlasnosci
matematyczne ma model (2), gdy funkcje wpltywu sa kawatkami liniowe. Interesujace
jest pytanie, czy istnieja punkty, w poblizu ktérych wzajemne emocje moga sie
ustabilizowaé, lub w ktérych emocje nie beda sie zmieniaé. Czyli jedli Z; = Z,

a My = M, to dla wszystkich ¢ > 0 pozostanie prawda, ze Z; = Z i M; = M. Punkt
(Z, M) o takiej wtasnodci nazywa sie punktem stacjonarnym ukladu réwnan (2). Aby
znalezé punkty stacjonarne wykorzystujemy to, ze Zy = Z i Z44+1 = Z i podobnie

M; =M i M1y = M, oraz réwnanie (2) i otrzymujemy uktad réwnan:

- b

— 1

Wz (M) + 1 a ,

-7

(3) Z= 1-—r
Poniewaz funkcje wplywu sa kawaltkami liniowe, to uktad réwnan (3) jest kawatkami
liniowy i mogliby$my go rozwiaza¢ analitycznie. Jednak ciekawiej i prosciej bedzie
spojrzeé na rozwiazanie tego uktadu geometrycznie. Zauwazmy, ze jesli narysujemy
prawe strony réwnan (3) na plaszczyznie (Z, M), to ich przeciecia wyznacza punkty
stacjonarne. Czynniki 1/(1 —r1) i 1/(1 — r2) skaluja funkcje wptywu (nachylenia
pélprostych staja sie mniejsze lub wieksze). Skladnik a/(1 — r1), opisujacy stan,

do ktérego zblizaja sie emocje zony pozbawione wplywu jej meza, przesuwa wykres tak,
ze przecina on o§ Z wilasnie w tym punkcie. Podobnie, sktadnik b/(1 — r2) przesuwa
wykres wzdtuz osi M. Skoro umiemy juz wyznaczy¢ stany stacjonarne, to teraz
zbadajmy, jak zachowuja si¢ rozwigzania w okolicy tych stanéw. Jesli punkt startowy
znajduje sie w poblizu stanu stacjonarnego, to badamy, czy rozwiazanie bedzie sie

(w dtuzszej perspektywie) do niego zbliza¢ (méwimy wtedy, ze stan stacjonarny jest
asymptotycznie stabilny), czy tez oddali sie od niego (powiemy wtedy, ze punkt
stacjonarny jest niestabilny). W poblizu stanu stacjonarnego ukltad réwnan (2)
przyjmuje postaé

(4) Zit1 =My +rZi+a, Mg =v2Zip1 +r2Me+ b,

gdzie 71 jest réwne sz, jesli M > 01 Bz, jesli M < 0. Podobnie, v2 jest réwne azr,
jedli Z > 01 Bz, jedli Z < 0. Zeby zobaczyé, co sie dzieje w poblizu stanu
stacjonarnego, wprowadzimy nowe zmienne z; i m¢, opisujace odchylenie od stanu
stacjonarnego. Mamy: B ~

Zt:Z+Zt, Mt:M—l—mt.
Wstawiajac te réwnosci do réwnania (4) i wykorzystujac fakt, ze spelnione sa
réwnania (3), otrzymujemy
(5) Zt+1 = T12¢ +71Mt,  Mip1 = Y22t41 + T2y,
Wstawiajac pierwsze réwnanie (5) do drugiego (by pozby¢ si¢ z:41), otrzymujemy

(6) Zi41 =T12e +yime,  Meg1 = riv22ze + (y2 + r2)me.
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Jest to standardowa technika
rozwiazywania liniowych réwnan
rekurencyjnych, takich jak (6).

Kwalifikacje par potwierdzily pdzniejsze

obserwacje tych par.

Rozwigzanie zadania M 1430.

Skoro NWD(n, k) = an + bk dla pewnych

liczb catkowitych a, b, to wystarczy

k
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Poszukajmy teraz rozwigzan (6) postaci ’
(7) 2t = 200" 1 my = mo\b. "é
Wstawiajac do (6) i przeksztalcajac, otrzymujemy uktad réwnan \

(ri —Nzo+mmo =0, 717220 + (M1y2 + 72 — A)mo = 0.

Aby ten uklad mial niezerowe rozwiazania (a wlasciwie nieskoniczenie wiele niezerowych
rozwiazan), potrzebujemy, aby stosunek wspélczynnika przy zo do wspdtczynnika
przy mo byt taki sam w obu réwnaniach. Zatem musi zachodzié¢

(ri = A)(my2 + 72— A) =rimiye,
czyli
(8) )\2 - (7‘1 —+ re + ’71’)/2)/\ + rire = 0.

Poniewaz rozwigzania sa postaci (7), to aby zblizaly si¢ do zera (czyli Z: i M; do
Z i M), potrzebujemy, by rozwiazania réwnania (8) byly co do modutu mniejsze
od jedynki.

Stwierdzenie 1. Niech |r1|, |rz2| < 1. Jezeli rira < 0 lub y1y2 > 2+/|rire| — (r1 + r2),
to rozwigzania A1, A2 réwnania (8) sq rzeczywiste i jesli dodatkowo

Y1 Y2
9 —_— — <1
( ) 1- T1 1— T2 < ’

to ‘A1| <131 |)\2| < 1.
Dowdéd. Obliczmy najpierw wyréznik réwnania kwadratowego (8)
A=(ri+r2+ 7172)2 —4rira.

Jedli rir2 < 0, to oczywiscie A > 0. Podobnie, jesli y1v2 > 24/|rira| — (r1 + 72), to

A > 0. Aby przekonad sig, ze stwierdzenie jest prawdziwe, musimy wykazaé, ze wigkszy
co do modutlu pierwiastek réwnania (8) jest mniejszy od 1 lub wiekszy od —1.
Przypusémy, ze r1 + r2 + y1v2 > 0. Wéwcezas wiekszym co do modutu pierwiastkiem
jest ten z plusem przy vA. Zatem musimy wykazaé, ze

(10) VA <2—(r1i 4712+ 717).
Zauwazmy, ze nieréwnosé (9) mozemy zapisaé jako
yive <1—(r1+7r2)+r1ir2 <2 — (r1 + r2).

To dowodzi, ze prawa strona nieréwnosci (10) jest dodatnia i mozemy nieréwnosé
podnie$¢ stronami do kwadratu, co po skréceniu wyrazéw sprowadzi ja do zalozonej
nieréwnosci (9). O

Uwaga 2. Zauwazmy, ze jesli 1 > 0 ¢ r2 > 0, to

2
2y/|rira| = (r1 4+ 12) = —(V/Ir1| = /Ir2])” < 0.
Zatem dla dodatnich r1, r2, 1 © 72, teza Stwierdzenia 1 jest spelniona.

Gottman ze swoim zespotem na podstawie obserwacji wyznaczyl dla kazdej z par katy
nachylenia funkcji wpltywu oraz wielkosci r1, r2, a i b. Nastepnie wyznaczono stany
stacjonarne i ich stabilno$é. Okazato sie, ze potozenie stabilnego stanu stacjonarnego
ma kluczowe znaczenie. Dla par zakwalifikowanych wczesniej przez psychologéw jako
pary wysokiego ryzyka (zagrozone rozpadem zwiazku) przynajmniej jedna

ze wspolrzednych stabilnego stanu stacjonarnego byta ujemna, a druga byta bliska zeru
lub takze ujemna. Dla par niskiego ryzyka stabilny stan stacjonarny znajdowat sie

w pierwszej ¢wiartce. Ponadto, wéréd badanych oséb mozna bylo wyréznié trzy
podtypy rézniace si¢ nachyleniami funkcji wptywu: wyraznie dodatnie nachylenie obu
liniowych czesci funkeji wpltywu (pozytywna reakcja na pozytywne emocje i negatywna
reakcja na negatywne emocje), wyraznie dodatnie nachylenie prawej czesci funkcji
wplywu (pozytywna reakcja na pozytywne emocje) i bliskie zeru nachylenie lewej czesci
funkcji wptywu (staba reakcja na negatywne emocje) oraz bliskie zeru nachylenie
prawej czesci funkeji wplywu (slaba reakcja na pozytywne emocje) i wyraznie dodatnie
nachylenie lewej czesci funkeji wptywu (negatywna reakcja na negatywne emocje). Pary
niskiego ryzyka mialy podobne (tego samego typu) funkcje wpltywu meza i zony.

7 drugiej strony, funkcje wpltywu partneréw z par wysokiego ryzyka zdaja sie pochodzié
z réznych podtypéw, czyli sg do siebie niedopasowane. To owocuje ujemnym stabilnym
stanem stacjonarnym. Wyniki tych badan sugeruja hipoteze, ze pary, ktérych zwiazek
zdaza do rozpadu, nie wypracowaly schematu, jak maja na siebie wplywaé, a wiekszosé
ich sporéw dotyczy tego, w jaki sposéb powinni sie ktécié czy rozmawiaé ze soba.
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