Analiza, Dedekind i Cantor Piotr MANKIEWICZ

Sztuka w trzech aktach z prologiem i epilogiem

Kresem gérnym zbioru A nazywamy taka
najmniejsza liczbe rzeczywista z, ze dla
kazdego a € A zachodzi a < x. Kres gérny
zbioru A oznaczamy zwykle przez sup A.
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Zbiér nieskoniczony A nazywa si¢
przeliczalnym, jezeli istnieje funkcja
przeksztalcajaca zbiér liczb naturalnych
na ten zbior.

Przyklad podcialta, w ktérym nie kazdy
ograniczony podzbiér ma kres gérny,
tworzg liczby wymierne.

Delta 7/1977

PI‘O]Og. Rzecz dotyczy pytania: na ile Dedekind jest potrzebny Analizie?

Akt 1. Zawigzanie akcji, czyli co to jest Analiza
i co ma z tym wspdlnego Dedekind; pojawienie sie Cantora.

Cialo R liczb rzeczywistych, ktére poznajemy (a raczej powinni$my poznaé) w szkole
$redniej, jest opisane pewnym uktadem aksjomatéw. Aksjomaty te mozna podzielié

na dwie klasy; pierwsza klase stanowia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem jednego

— tzw. Aksjomatu Dedekinda. Aksjomaty pierwszej klasy maja charakter
arytmetyczno-porzadkowy. Mdwia one m.in., ze dziatania arytmetyczne na liczbach
rzeczywistych sa taczne, przemienne, ze odejmowanie jest wykonalne zawsze, a dzielenie
— tylko przez liczby rézne od 0; ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania; ze
dodawanie i mnozenie przez liczby dodatnie zachowuja porzadek (tzn. nieréwnosci) itd.
Cechg wspdlna tych aksjomatow jest to, ze mdéwia one o wlasnosciach liczb
rzeczywistych. Zupetnie inny charakter ma Aksjomat Dedekinda. Opisuje on pewna
wlasnos$é podzbioréw liczb rzeczywistych.

Mianowicie:
Aksjomat Dedekinda. Kazdy ograniczony podzbior liczb rzeczywistych ma kres gérny.

Nieco trudniej jest powiedzieé, co to jest Analiza. Najlepsze okreslenie, jakie potrafie
wymyslié, jest nastepujgce: Analiza jest to zbidr twierdzen, dajgcych si¢ wyprowadzié
z aksjomatéw ciata liczb rzeczywistych, opisujacych pewne wtasnosci funkcji
o warto$ciach rzeczywistych okreslonych na podzbiorach liczb rzeczywistych.

Najtatwiej wyjasni¢, o jakie wlasnosci tutaj chodzi, na przyktadzie dwoch
podstawowych twierdzen Analizy.

Twierdzenie 1 (Darboux). Jezeli funkcja ciggla f : {a,b) — R przyjmuje na koticach
przedzialu (a,b) wartosci réznych znakéw, to wewngtrz przedzialu istnieje taka liczba c,
ze f(c) =0.

Twierdzenie 2 (Lagrange). Jezeli funkcja ciggla f : (a,b) — R jest rézniczkowalna
wewngtrz przedzialu {(a,b), to wewngtrz tego przedzialu istnieje taki punkt c, zZe

f®) = fla) = f'(c) - (b—a).

Zanotujmy jeszcze jedno twierdzenie Analizy.

Twierdzenie 3 (Cantor). Cialo liczb rzeczywistych nie jest przeliczalne.

Akt II. Czy wszystkie liczby rzeczywiste sq rzeczywiscie potrzebne,
czyli tragiczny koniec Analizy.

Zeby zobaczyé, co sie stanie z Analiza, kiedy zabraknie Aksjomatu Dedekinda, wezmy
dowolne mniejsze podciato [P ciata liczb rzeczywistych, tzn. taki zbiér liczb, w ktérym
spelnione sa wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy. Poniewaz P C R, wiec
istnieje g € R\ P. Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi nalezacymi do P, ze
a < xo < b (takie liczby musza istnieé!). Niech A ={z € P:a <z < zo}. A jest
zbiorem ograniczonym. W ciele P nie jest spelniony Aksjomat Dedekinda, gdyz z tego,
ze sup A = xo i xo € P, wynika, iz w ciele P zbiér A nie ma kresu gérnego. Gdyby
Twierdzenia Analizy nie zalezaly od Aksjomatu Dedekinda, tzn. dawaly sie
wyprowadzié¢ z aksjomatow nalezacych do pierwszej klasy, to poniewaz P spetnia
wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy, bylyby one prawdziwe dla funkcji
okreslonych na podzbiorach P o wartosciach w P. Tak jednak nie jest. Np. okreslmy
funkcje f : (a,b)p — P, gdzie (a,b)p oznacza odcinek domkniety w P,

tzn. (a,byp = {z € P: a < z < b}, wzorem

-1 dlaa <z < o,
f(a:>—{ !

1 dlazg<z<b.
Latwo mozna zauwazyé, ze spelnia ona zalozenia twierdzen 1 i 2, natomiast tezy tych
twierdzen nie zachodza. Z definicji f wynika, ze f(c) # 0 dla kazdego ¢ € (a, b)p, takze
teza twierdzenia 2 nie moze zachodzié, gdyz f'(c) = 0 dla kazdego c € (a,b)
i f(b) — f(a) =2.
Poniewaz cala nasza konstrukcja wynikta z faktu, ze istnieje zo & P, z rozwazan
powyzszych mozna wyciagnaé
Whiosek 1. Kazda liczba rzeczywista jest rzeczywiscie potrzebna Analizie.
7 drugiej strony mozna pokazaé, ze rezygnacja z Aksjomatu Dedekinda spowoduje

nie tylko ,zawalenie sie¢” twierdzen 1 i 2. Rezygnacja taka spowoduje tragiczny koniec
Analizy — zawali sie w niej praktycznie wszystko. Zostang tylko nieciekawe ruiny.
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Akt III. Cudowne ocalenie Analizy, czyli liczby i funkcje definiowalne.

Cale nieszczescie wynikneto z tego, ze chcieliSmy z jednej strony zmniejszy¢ zbior

liczb w Analizie, a z drugiej strony — pozostawi¢ zbiér funkcji praktycznie bez zmian.
Zawalenia si¢ Analizy mozna unikngé, jezeli odpowiedniemu zmniejszeniu zbioru liczb
towarzyszy odpowiednie zmniejszenie zbioru funkcji. Oto jeden z takich sposobéw. Niech
D bedzie podzbiorem liczb rzeczywistych, ztozonym z liczb definiowalnych za pomoca
dzialan arytmetycznych, liczb naturalnych, zbioru liczb naturalnych, indukcji i kresu
gornego (tzn. z liczb, ktére mozna  konkretnie” zdefiniowaé za pomoca tych pojec).
FLatwo mozna wykazaé, ze D jest podciatem ciala liczb rzeczywistych. Np. zeby
wykazad, ze jezeli x € D, to z = 1/x € D, wystarczy zauwazy¢, iz liczbe z mozna
zdefiniowaé nastepujaco:

»2 jest jedyng liczbg, takq ze z - x = 1, gdzie = jest zdefiniowane przez ...”

Kazda z tych ,konkretnych” definicji jest
zdaniem zbudowanym ze skonczonej ilosci
znaczkéw, a do dyspozycji mamy w ogdle
skonczong ich iloéé. Ciggdédw skonczonych
o wyrazach ze skofczonego zbioru —

a zatem i ,konkretnych” definicji jest
przeliczalna ilosé.

twierdzenie 3).

Poniewaz zbiér wszystkich ,konkretnych” definicji jest przeliczalny, zatem cialo D jest
przeliczalne; a wiec D jest istotnie mniejsze niz ciato liczb rzeczywistych (por.

Umoéwmy sie, ze przez podzbiér ciala D bedziemy rozumieli podzbiér D definiowalny
za pomocy pojecia ,liczby definiowalne” i poje¢ wymienionych wyzej. Mozna udowodnié,

ze dla ciala D i jego podzbioréw (definiowalnych) spetniony jest Aksjomat Dedekinda,
tj. kazdy ograniczony podzbidr definiowalny w D ma kres gérny nalezacy do D.

definiowalne.

Whniosek 2. Cialo D spetnia wszystkie aksjomaty ciala liczb rzeczywistych
(przy interpretacji: podzbiér = podzbiér definiowalny).

Rozwazmy wszystkie funkcje definiowalne z R w R.

Twierdzenie 4. Kazda funkcja definiowalna przeprowadza liczby definiowalne w liczby

Dowdéd. Jezeli x jest liczba definiowalna, a f jest funkcja definiowalna, to definicja

z = f(x) wyglada nastepujaco:

»2 jest jedynq liczba rzeczywistq, takg ze z = f(x), gdzie f jest zdefiniowane przez ...,
a x jest zdefiniowane przez ..

”

Zatem jezeli ograniczymy sie do liczb, podzbioréw i funkeji definiowalnych, to

w otrzymanym modelu spelnione bedg wszystkie aksjomaty ciata liczb rzeczywistych,
a wiec prawdziwe beda wszystkie twierdzenia Analizy (bo mozna je z tych aksjomatéw
wyprowadzi¢). Nazwijmy sobie te teorie Analiza Definiowalna.

Whniosek 3. Mimo zmniejszenia ciala liczb rzeczywistych Analize udalo sie jednak

uratowad.

Zbiér funkeji w Analizie Definiowalnej
jest wystarczajaco obszerny. Funkcji tych
wystarczy inzynierom, by mogli budowaé
domy, mosty, a nawet pojazdy kosmiczne.
Wystarczy ich takze matematykom.

Tak naprawde to funkcji tych wystarczy
wszystkim. Nikt z nas nie ma zadnej
szansy spotkac¢ si¢ z funkcja
niedefiniowalng w praktyce. Dlaczego?

liczby rzeczywiste

funkcje
itd . ..

podzbiory liczb rzeczywistych —

Whniosek 4. W obrebie Analizy Definiowalnej wszystkie twierdzenia Analizy sq
prawdziwe przy nastepujgcej interpretacyi:

—  liczby rzeczywiste definiowalne
definiowalne podzbiory liczb definiowalnych
—  funkcje definiowalne

W szczegdlnosei, w obrebie Analizy Definiowalnej prawdziwe jest twierdzenie 3
(poréwnaj definicje zbioru przeliczalnego). To znaczy, ze zachodzi

Twierdzenie 5 (Cantora dla Analizy Definiowalnej). Cialo D nie jest przeliczalne.

Epilog. Zaskakujace konsekwencje, czyli jak przeliczalnosé zbioru (i nie tylko ona) moze zalezeé od naszego obrazu Swiata.

Na poczatku aktu III stwierdziliSmy, ze ciato D jest
przeliczalne, na koncu zas tego samego aktu podalisémy
twierdzenie Cantora méwiace, ze cialo D nie jest przeliczalne.
Sprzecznos$é! ChcieliSmy ocali¢ Analize, a w efekcie utopiliémy
Matematyke. Sprawa domaga si¢ wyjasnienia!

Wyjasnienie takie jest stosunkowo proste. To, czy pewien
zbiér A jest przeliczalny, czy nie, nie jest wlasnoscig
absolutna tego zbioru. Moze to w pewnych przypadkach
zaleze¢ od przyjetego obrazu (modelu) ,$wiata”. Mianowicie,
w naszym przykladzie

1° w przypadku Analizy model zawieral duzo elementéw i duzo
funkcji — a wiec nic dziwnego, ze wéréd nich znalazta sie
funkcja f odwzorowujaca zbiér liczb naturalnych na zbiér D,
co spowodowalo, ze zbiér D z punktu widzenia Analizy
jest przeliczalny (poréwnaj definicje zbioru przeliczalnego),
2° w przypadku Analizy Definiowalnej model zawierat
mniej elementéw i mniej funkcji; twierdzenie Cantora dla
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Analizy Definiowalnej orzeka, iz tych funkcji jest tak malo,
ze nie znajduje sie¢ wsrdd nich zadna funkcja
odwzorowujaca liczby naturalne na D.

Poniewaz dodawanie jest ,efektywnie” wykonalne, wiec

w kazdym modelu analizy 2 4 2 musi si¢ réwnaé¢ 4. Natomiast
przeliczalno$é zbioru nie jest efektywnie sprawdzalna.

To znaczy — nie istnieje skonczony algorytm pozwalajacy
rozstrzygnaé, czy dany zbiér jest przeliczalny, czy nie. Zdarza
sie, ze w przypadku takich nieefektywnych poje¢ odpowiedz
na pytanie zalezy od przyjetego modelu $wiata. I tak wtasnie
jest z przeliczalnoscia zbioru D. Podobnie nieefektywnym
postulatem jest uzywany w Geometrii Aksjomat Archimedesa:

Odktadajgc wielokrotnie na prostej dany odcinek a, mozemy
uzyskaé odcinek wiekszy od danego odcinka b.

I w tym przypadku odpowiedZ na pytanie, czy tak jest
naprawde, zalezy od przyjetego modelu Geometrii.



