| Niewymiernosé /2
i jeszcze wieksze niemozliwosci

~ - Mariusz SKALBA®

_ Punktem wyjscia niech bedzie najstynniejsza chyba matematyczna konstatacja,
y ~ ta mianowicie, ze liczba /2 jest niewymierna. Mozna to wyslowi¢ w nastepujacy
/ réwnowazny i tendencyjny sposob.
/v

Twierdzenie 1. Jesli liczby catkowite x,y spelniajg réwnanie x> — 2y? = 0,
tox =y =0.

Czy twierdzenie to mozna wzmocnié¢? Okazuje sie, ze tak! Zachodzi mianowicie
Twierdzenie 2. Jesli x,y,2€ Z orazx?> —2y? — 322 =0, toxr=y=2=0

Zauwazmy przede wszystkim, ze jeéli liczba catkowita a nie dzieli sie przez 3,
to a2 =1 (mod 3). Poniewaz 22 — 2y? = 0 (mod 3), wiec y =0 (mod 3) oraz
r =0 (mod 3). Zatem 322 =0 (mod 9) i stad réwniez z = 0 (mod 3).
Istnieja wiec takie liczby catkowite x1,y1, 21, ze * = 3x1,y = 3y1, 2z = 321 oraz

@
2?2 — 2y? — 327 = 0. Wynika stad, ze wyjéciowe liczby z,v, 2z sa podzielne przez
dowolnie wysokie potegi liczby 3, a to jest mozliwe tylko dla z =y = z = 0.
Okazuje sie, ze mozna to jeszcze bardziej uogolnic!

Twierdzenie 3. Jesli z,y, 2, t € Z oraz 2 — 2y% — 322 + 6t2 = 0, to
r=y=z=t=0.
Z réwnosci 22 + 6t2 = 2y? + 322 wynika bowiem, ze

(22 + 6t%)% = (2 + 6t%)(2y% + 32%) = 2(zy + 32t)* + 3(xz — 2yt)%.
Z twierdzenia 2 wynika teraz, ze 2% 4 6t2 = 0 i stad 2 = t = 0. Z réwnosci

—2y% — 322 = 0 otrzymujemy ostatecznie y = z = 0.

Jak Czytelnik stusznie przeczuwa, niemozliwosci nie moga rozpychaé sie
w nieskonczonosé, a w naszym przypadku przygwazdza je

Twierdzenie 4. Dia kazdej liczby calkowitej m # 0 istniejg takie liczby
calkowite x,y, z,t, s, nie wszystkie rowne 0, Ze
2?2 — 2% — 322 + 6t —ms? = 0.

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie mozna wypowiedzie¢ w nastepujacy
rownowazny sposob:

Dla kazdej liczby calkowitej m # 0 istniejg takie liczby wymierne x,y, z,t, Ze

z? — 2% — 322 + 6t = m.
Kluczowy jest ponizszy lemat.

Lemat 1. Iloczyn i iloraz dwéch liczb postaci % — 2y? — 322 + 6t2 jest tez tej

ALK
°
° postaci.
@ Dowdéd wynika z nastepujacych tozsamosci:

(22 — 292 — 322 + 613) (22 — 2y2 — 322 4 6t3) =
= (itlxz + 291y + 32120 — 6t1t2)2 — 2(1’1y2 + x22y1 — 321l2 + 322t1)2 —
— 3(3312’2 + 1921 + 2y1t2 — 2y2t1)2 + 6(331152 + Tty + Y122 — y221)2

z 2 y 2 2 2 n 2
(22 — 23 — 322 +6t3) "1 = (J) - 2<u}2> - 3(w2> + 6<w2> :
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Rozwigzanie zadania M 1426.
Przyjmijmy, ze bok kwadratu K1 ma
dlugosé 2, a kwadratow Ka, K3, 4 —
odpowiednio 2a, 2b,2c¢ (stad a+b+c = 1).
Niech $rodek ukladu wspoétrzednych
bedzie ustawiony w $rodku kwadratu

K1, a osie niech beda réwnolegte do jego
bokéw (jak na rysunku). Oznaczmy
srodek kwadratu IC; przez O; dla
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Mamy Oz = (=1 + 2a + b,1 + D),
wiec 0103 = [—1 + 2a + b,1 + b].
Podobnie, skoro Oz = (=1 + a,1 + a),
Oy =(1—c,1+c)oraza+b+c

to otrzymujemy

0204 = [2—a—c,c—a] = [1+b,1—2a—b].

Stad w oczywisty sposéb dostajemy

0103 - 0204 = 0.

Zauwazmy, ze wykazaliémy nawet wiecej.
Z rozwiazania wynika rowniez, ze

0103 = 0204.

Rozwigzanie zadania M 1427.

Odp. Tak!

Liczbe x > 0 kolorujemy na kolor
o numerze |z| mod 4. Zalézmy, ze

a+b
2

catkowitej | > 0. Zatem

(a+b)/2€[k+2l,k+ 20+ 1), wiec

le] =k + 20 — 1. Poniewaz

2l mod 4 = 0 lub 2, wiec liczba ¢ ma

w opisanym przez nas kolorowaniu inny

kolor niz liczby a i b.

= ¢+ 1 dla pewnych liczb
nieujemnych a, b, ¢ i przyjmijmy, ze a < b.
Zalézmy, ze a i b maja ten sam kolor.
Niech |a| = k, czyli a € [k, k + 1) dla
pewnej liczby catkowitej k > 0. Wéwczas
be [k +4l, k + 4l + 1) dla pewnej liczby

Z lematu 1 wynika przede wszystkim, ze dla dowodu twierdzenia 4 wystarczy
rozpatrzy¢ tylko przypadek m > 0, gdyz
-1=1*-2-12-3-0+6-0%
Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na m. Dla m = 1 oraz m = 2
mamy przedstawienia
1=12-2.02-3-02+6-0?, 2=22-2.12-3.02+6-0°
Zalézmy z kolei, ze m > 3 i teza zachodzi dla 1 < m’ < m. Rozrézniamy teraz
dwa przypadki. Jezeli m jest liczba zlozona, to m = m’ - m” gdzie m’ < m oraz
m” < m. Z lematu 1 wynika wiec odpowiednie przedstawienie dla m. Jezeli
m = p jest liczba pierwsza, to sytuacja jest bardziej skomplikowana. Przyda sie
nastepujacy
Lemat 2. Jesli p jest liczbg pierwszq, to istniejg takie liczby calkowite o, 3, Ze
a®>—26%2-3=0 (mod p).

Zalézmy od razu, ze p # 2. Reszty mod p liczb

2 2 p—1\°
0°-3,12-3, .., (L=) -3

sa parami rézne i jest ich (p 4+ 1)/2. Podobnie, reszty mod p liczb

2 2 p—1 2
204, 2.1, ..., 2 5

sa parami rézne i jest ich (p 4+ 1)/2. Poniewaz wszystkich reszt mod p jest tylko p,
wiec pewna reszta typu o? — 3 pokrywa sie z pewna reszta typu 232, co daje teze
lematu 2.

Poniewaz 22 = (z — p)? (mod p) wiec w lemacie 2 mozemy zalozyé, ze liczby

caltkowite « i 3 spelniaja dodatkowo nieréwnosci

p D
< = < —=.
o] < & oraz || < £

Mamy zatem oszacowania

p2 2
—5—3<a2725273<f.

Poniewaz p > 3, wiec
la? —23% — 3| < p2.

Mozemy zatem napisaé

lo? —26% — 3| = kp, przy czym 1 < k < p.
Na mocy zalozenia indukcyjnego liczba naturalna k ma przedstawienie

k= :cg — 2y§ — 32% + 6t§, gdzie xa, Y2, 22,12 € Q.
Whnosimy stad na podstawie lematu 1, ze liczba
_kp (FD)(a® —282—3-12+6-0?)

k k

tez ma takie przedstawienie i to konczy dowdd indukcyjny twierdzenia.

Wyniki przedstawione powyzej sa kompletne, ale dos¢ sztuczne. Szczeécie nam
sprzyjato, gdyz forma kwadratowa x? — 2y? — 322 + 6t2 jest tzw. forma normowa
dla algebry kwaternionowej (2@3) — stad wynika ,cudowna” tozsamosé¢ wypisana
w Lemacie 1. A gdyby nie pomaga¢ szczeéciu az tak bardzo? Okazuje sie, ze

prawdziwe jest nastepujace ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli liczby wymierne a,b,c,d,—f sq rézne od zera oraz nie sq
wszystkie tego samego znaku to istniejg takie liczby wymierne x,y, z,t, Ze

az? +by? + c2? + dt* = f.

Dowdd tego twierdzenia wymaga zastosowania powaznej i pieknej matematyki.
Waznymi jego skladnikami sa: prawo wzajemnosci dla reszt kwadratowych oraz
twierdzenie Dirichleta o liczbach pierwszych w postepie arytmetycznym. To
wszystko, i duzo wiecej, znajdzie Czytelnik w zajmujacej ksiazce: Z.1. Borewicz,
L.R. Szafarewicz, Teopus wucen, Moskwa 1985 (istnieja tlumaczenia na angielski
i niemiecki).
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