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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg o0s6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2014
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tres¢ zadan:

574. Na desce lezy walec o promieniu R z wydrazeniem w ksztalcie walca o promieniu R/2 stycznym
do osi walca (rys. 1). Deske zaczynamy wolno podnosié¢ za jeden koniec. Znalezé kat graniczny
nachylenia deski, przy ktérym walec pozostanie jeszcze w rownowadze. Wspélezynnik tarcia walca

o deske jest rowny p = 0,2.

575. Oktadki ptaskiego kondensatora powietrznego o powierzchni S i wysokoéci h sg skierowane
pionowo i zanurzone w cieczy o stalej dielektrycznej € do wysokoéci h/3. Oblicz tadunek, jakim
naladowany jest kondensator, jezeli w stanie réwnowagi ciecz wypelnia calg przestrzen miedzy
okltadkami. Gestos¢ cieczy wynosi p, odleglosé¢ miedzy okltadkami jest mala w poréwnaniu

z rozmiarami liniowymi oktadek.

' R 574. Nalezy poréwnacé kat nachylenia deski oy, powyzej ktorego walec zacznie
Rys. 1 sie zsuwacd, i kat ag, powyzej ktérego zacznie sie toczy¢. Pierwszy warunek ma
postaé¢ tgay = p = 0,2.

Va _;H

Niech z oznacza odleglto$¢ srodka masy wydrazonego walca od jego srodka
geometrycznego. Traktujac walec pelny o masie m i promieniu R jako zlozenie
walca wydrazonego o masie %m i walca o masie im promieniu %R W miejscu
wydrazenia, otrzymujemy zwiazek %mx = émR, skad x = %R. Gdy deske powoli
podnosimy, wydrazony walec obraca sie, a jego Srodek masy przesuwa sie po
okregu o promieniu = (okreslamy polozenie na prostej pionowej przechodzacej
przez punkt stycznosci walca z deska). Moment sily ciezkosci wzgledem tego

Rys. 2 punktu jest wéwczas rowny 0. Kat nachylenia deski, powyzej ktoérego walec

zacznie si¢ staczac, okresla warunek sinap = 5 = %. Poniewaz

a3

sinqy = ﬁ > sin a, walec straci rownowage, gdy kat nachylenia deski
1. . . , /7
przekroczy arcsin ¢ i walec zacznie si¢ toczy¢ bez poslizgu.

R 575. Rozwazmy sytuacje, gdy poziom cieczy w kondensatorze znajduje sie na
wysoko$ci  nad poziomem cieczy w naczyniu. Sila elektryczna F(x)
spowodowana niejednorodnoscia pola elektrycznego na brzegu kondensatora,
pracujac na maltym odcinku Az (dla ktérego mozna przyjaé, ze wartosé sity nie
zmienia si¢), powoduje zmniejszenie energii elektrycznej kondensatora:

— F(z)Az = Wg(x) — Wg(x + Ax), gdzie Wg(x) = %, za$ c(x) jest

h z pojemnoscia zastepcza dwoch kondensatoréow potaczonych réwnolegle —
powietrznego o wysokosci %h — x oraz wypelnionego dielektrykiem o wysokosci
/3 %h + z. Wyrazenie na sile elektryczna mozemy obliczy¢ bezposrednio z wzoru
: F(x) =— AX;E przy Ax — 0 lub obliczyé pochodng
Rys. 3 dWg Q3%d(e — 1)

F(l‘) = - )

dE - 9z (@ + (e — l)x)

gdzie a = S/h jest szerokoscia okladek kondensatora, za$ d odlegloscia miedzy
okladkami. Wartos¢ sily grawitacji dzialajacej na ciecz wciagnieta do

kondensatora wynosi P(z) = pgadx. Z warunku réwnowagi sit elektrycznej
i grawitacyjnej dla x = %h otrzymujemy szukang wartosé¢ tadunku

3 €08
Q = 2S¢ 73(671) .

Zadanie mozna tez rozwiazac, poszukujac minimum energii ukltadu.
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Klub 44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadain z numeru 3/2014

® Przypominamy tresé zadan:
677. Rozwazamy tréjki liczb rzeczywistych (z,y, z), spelniajace warunki
1 1 1 2 2 2
r+—=y+—=2z+— oraz x +yY +z >yz+zxr+ Y.
— Yy z x
—
. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci iloczynu zyz.
678. Czy istniejg takie trzy rézne liczby pierwsze p, q, r, ze liczba 2971 _ 1 dzieli si¢ przez p, liczba
27~1 _ 1 dzieli si¢ przez q, zaé liczba 2P~! — 1 dzieli si¢ przez r?

677. Liczby x, y, z musza by¢ rézne od zera. Przepisujemy pierwsze rownanie

jako yz(x — y) = y — 2, i dalej (cyklicznie)

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M 1
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ( )
671 (WT = 1,69) i 672 (WT = 1,66)
z numeru 12/2013

Jedrzej Garnek Poznan 4338 (2)
Janusz Olszewski Warszawa 41,33
Pawel Duch Bielawa 40,18
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,87
Wojciech Maciak Warszawa 39,65

yz(r —y) =y -z
Mnozymy stronami:

za(y —2) =z — x,

xy(z—x) =2 —y.

(zy2)*(@ =)y — 2)(z — 2) = (y = 2) (2 — x)(z — ).

Gdyby ktoéras z réznic x —y, y — z, z — « byla zerem, to wobec zaleznosci (1)
wszystkie bylyby zerami, czyli liczby x, y, 2z bylyby réwne. To sie jednak ktéci
z nieréwnoscia, dana w zalozeniach. Réznice te sa wiec rézne od zera.

Stanistaw Bednarek §Lo6dz 35,92
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75 Réwnanie (2) po skréceniu daje wynik: (zyz)? = 1; jedynymi mozliwymi
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,72

osiagalna — na przyklad dla (z,y, 2)

1
-3,

wartosciami iloczynu xyz sa liczby 1 oraz —1. Kazda z nich jest faktycznie

—2) oraz (x,y,2) = (—1, %32)'

678. Zadanie zaproponowal najstarszy stazem ligowiec Witold Bednarek — cale
szczescie, ze wraz z rozwigzaniem. Zobaczmy je:

Przypuéémy, ze dla pewnej liczby pierwszej s liczba 2° — 1 ma co najmniej trzy
rozne dzielniki pierwsze p, ¢q, r. Wykazemy, ze woéwczas trojka p, g, r spelnia

postulowane warunki.

Niech § bedzie najmniejszym wykladnikiem naturalnym, wiekszym od 1, dla
ktérego 20 =1 (mod p). Z zalozenia takze 2° = 1, wiec s dzieli si¢ przez 0;

a skoro s jest liczbg pierwszg, to = s. W my$l maltego twierdzenia Fermata
2P~ =1 (mod p), zatem p — 1 dzieli si¢ przez §, czyli przez s.

Analogicznie stwierdzamy, ze s jest dzielnikiem liczb ¢ — 1 oraz r — 1. Podnoszac
kongruencje 2° = 1 (mod p) do potegi (¢—1)/s, widzimy, ze 29-! =1 (mod p).
Tak samo, cyklicznie, 2”1 =1 (mod ¢q), 2~ = 1 (mod r), czyli mamy to, o co
chodzi (a nawet wiecej: okazuje sie, ze kazda z liczb 2P~1 — 1, 2471 — 1, 27=1 —1

dzieli sie przez iloczyn pgr).

Pozostaje wskazaé liczbe pierwsza s o podanej na wstepie wtasnosci.
Przegladajac tablice liczb Mersenne’a znajdujemy w niej liczbe zlozong 229 — 1,
z rozkladem na czynniki pierwsze 233 - 1103 - 2089. Zatem liczby p = 233,

q = 1103, r = 2089 tworza jedna z trdjek, jakich szukamy.

@

Rozwigzanie zadania F 859. Niech = oznacza kierunek prostopadtly do $cianki,
n gestoéé fotondw, a e érednig energie fotonu. Zderzajac si¢ sprezyscie ze Scianka foton
o pedzie P padajacy pod katem 6 przekazuje jej ped 2P cos 0. W jednostce czasu At
z kazdego kierunku tworzacego kat 6 z normalng do kazdego elementu Scianki
o powierzchni S dolatuje wiec

nScAt cos 0

4

fotonéw — uwzgledniony zostal izotropowy rozktad kierunkéw ruchu fotonéw (czynnik 47
w mianowniku). Biorac pod uwage, ze dla fotonu P = ¢/c, gdzie ¢ jest predkoscia §wiatla,
sila nacisku na Scianke réwna jest przekazowi pedu w jednostce czasu, a ci$nienie jest
stosunkiem sily nacisku do pola powierzchni, i sumujac po wszystkich katach padania,
otrzymujemy:

2

N

™ ™

1 ( € 1
p=— | do¢ j df sin€ - nccos -2— cosf = —ne.
A7 c 3

0

Ostatecznie p =

W=
<l

Wynik ten mozemy uzyskac¢ bez catkowania: w szesciennym naczyniu dla ustalonej $ciany
$rednio 1/6 fotonéw porusza si¢ w jej kierunku, przekazujac jej przy zderzeniu ped 2FE/c.
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Rozwigzanie zadania F 860. Energia fotonu
o pedzie P wynosi cP. W zwiagzku z tym
pochtanianie przez Ziemi¢ promieniowania
stonecznego zwiagzane jest z pochlanianiem
strumienia pedu réwnego g/c. Zwigzane
z pochtanianiem pedu promieniowania sita F
odpychajaca od Stonica Ziemi¢ o promieniu R
wynosi wigc F = 1R%*q/c ~ 5,8 -10% N. Sita Fg
przyciggania Ziemi i Stonca wynosi:
Fo = GZ\J?MZ

R7s

gdzie Mg oznacza mas¢ Slonca, a Mz mase¢
Ziemi. Przyspieszenie Ziemi w ruchu dookota
Stonica wynosi 47rRZS/T2. a mase Ziemi mozemy
zastapi¢ wyrazeniem gRZ/CL Po podstawieniu
tych wielkosci otrzymujemy, ze stosunek sity

z jaka promieniowanie Stonca odpycha Ziemi¢ do
sily przyciggania Ziemia-Stonce wynosi:

F GT?q

=7 ~16-107".
Fg 4w Rzsgce




