ety Maemais wyaat Fo@ZAY czworokat jest prostokatem
Univwerayiet Warsames 0 Jerzy BEDNARCZUK

Kazdy czworokat jest prostokatem

Niektorzy sadza, ze geometria jest trudna. Oto zadanie,
ktore wielu by odstraszyto:

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. W trdjkaty

ABC, BCD, CDA, DAB wpisano okregi. Wykazaé, zZe

srodki P, @, R, S tych okregow sq wierzchotkams

prostokgta. Korzyéci z tego twierdzenia jest wiele. Na przyklad,
Rysunek do tego zadania méglby wygladaé tak: zamiast wykonywaé dziatania na katach wpisanych

w okrag, czasem wygodniej jest operowaé na tukach, na
ktorych sa one oparte (uwalniajac sie w ten sposéb od
wierzcholtkéw tych katow).

Jeszcze cos prostego:

(5) Przekgtne czworokgta ABCD, wpisanego w okrag
przecinajq sie w punkcie E. Niech kqty wpisane w ten
okrag, oparte odpowiednio na tukach AB i CD bedg
réowne « i 3. Wowczas XAEB = a + 3.

Wyglada przerazajaco. A przeciez wypadaloby jeszcze A D
narysowaé dwusieczne wielu katéw (skoro sa tu srodki
okregéw wpisanych w cztery tréjkaty).
Zacznijmy od czego$ latwiejszego: '
. . . . . C
(1) Jesli dwa kqty tréjkata sq réwne, to przeciwlegle im '
boki tez sq rowne. B

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze kat AEB jest katem

¢ zewnetrznym trojkata AED.
Twierdzenie (5) moze byé¢ przydatne, bo kat AEB nie
jest ani katem $rodkowym, ani wpisanym, ani dopisanym,
A B

a to twierdzenie pozwala obliczy¢ jego miare w zaleznosci
od katow wpisanych, opartych na tukach AB i CD.

Wykorzystamy to w nastepujacym zadaniu:
(2) Kqt zewnetrzny .tréjk@ta je‘?t réwny sumie kgtow (6) Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. Punkty T,
wewnetrznych nie przylegajacych do niego. X, Z, Y sq $rodkami odpowiednio tukéw AB, BC,
CD, DA tego okregu. Wykazaé, zZe proste XY i TZ sq

S prostopadie.
3 a+ Y

(3) Jesli dwa kqty wpisane w okrgg sq oparte na tym
samym tuku, to sqg rowne.

b

D
T
Z
B~— —C
X

7 niezrozumialych powodéw ostatnie twierdzenie Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze suma tukdw
w szkolach jest nauczane w takiej wlasnie, kalekiej TX i ZY jest pélokregiem, a nastepnie skorzystaé
wersji. Uzupelnijmy je wiec: z twierdzenia (5).
(4) Dwa kqty wpisane w okrgg sq¢ réwne wtedy i tylko Twierdzenie (4) moze by¢ takze przydatne, gdy na

wtedy, gdy sq oparte na przystajgcych (réwnych) rysunku mamy zaznaczy¢ $rodek okregu wpisanego

tukach. w tréjkat ABC.
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Zaczynamy od narysowania okregu opisanego na tym
trojkacie i Srodkéw D i E tukéw BC i CA.

Dwusieczne katéw naszego trdjkata to poétproste AD
i BE. Punkt S, w ktérym one si¢ przecinaja, to srodek
okregu wpisanego.

Oznaczmy katy jak na rysunku.

Zauwazmy, ze kat BSD jest katem zewnetrznym trojkata
ABS.

Wobec tego, na mocy twierdzenia (2), otrzymujemy, ze
XBSD = «a + (.

Katy CAD i CBD sa wpisane w okrag i oparte na tym
samym tuku, wiec x CBD = a.

Otrzymalismy w tréjkacie BSD réwne katy przy
wierzcholkach B i S. Na mocy twierdzenia (1)
otrzymujemy réwnos¢ DB = DS.

Tym samym udowodniliémy nastepujace twierdzenie:

(7) Jezeli punkt S jest Srodkiem okregu wpisanego
w trajkgt ABC, a pélprosta AS przecina okrgg
opisany na tym trojkgcie w punkcie D, to
DB = DS = DC.

Uwaga: przypominamy, ze punkt D jest srodkiem
tuku BC.

Otrzymalismy wygodng metode wyznaczania srodka

Wréémy do zadania, od ktérego zaczynaliSmy
rozwazania:

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. W trojkaty
ABC, BCD, CDA, DAB wpisano okregi. Wykazaé,
ze $rodki P, @, R, S tych okregow sq wierzcholkami
prostokqta.

Y

B>~—/—1 —C
X
Srodki lukéw BC' i DA oznaczmy odpowiednio przez
XiY.
Na mocy twierdzenia (7) $rodki R i S okregéw wpisanych
w tréjkaty CDA i DAB naleza odpowiednio do odcinkéw
YC, YB i spehiaja warunek YR = YD = YA = YS.

Otrzymalismy tréjkat rownoramienny SYR, w ktérym
YX jest dwusieczna kata miedzy ramionami. Wobec tego
prosta XY jest symetralng odcinka SR.

Y

B>~—/—1 —C
X

Analogicznie otrzymujemy, ze prosta XY jest symetralng
odcinka P(@Q. Prosta XY jest wiec osig symetrii
czworokata PQRS. Podobnie dowodzimy, ze jesli
punkty T, Z sa $rodkami tukéw AB i CD, to prosta
TZ tez jest osia symetrii czworokata PQRS. Na mocy
twierdzenia (6) proste XY i TZ sa prostopadle. Wobec
tego czworokat PQRS jest prostokatem.

okregu wpisanego w tréjkat ABC': wyznaczamy srodek D Jaka ta geometria latwa.

tuku BC, a nastepnie na odcinku DA wyznaczamy taki
punkt S, ze DS = DB.
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Nawet, jesli nie kazdy czworokat jest prostokatem, tylko
niektore.



