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Jesli komus$ sie to rozwigzanie kojarzy ze
znanym niekonstruktywnym dowodem
tego, ze istnieja takie niewymierne liczby
aib, ze a® jest wymierne, to dobrze mu
sig¢ kojarzy.

Warto zajrzeé¢ do Delty 2/2010.
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Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jajo Jerzy TYSZKIEWICZ

Od lat prowadze ¢wiczenia z przedmiotu Jezyki, Automaty i Obliczenia,
w skrocie JAiIO, zwanego potocznie ,jajo”.

Ma on swéj standardowy zbiér zadan, a w nim nastepujace pytanie-zadanie:
Czy istnieje taki nieregularny jezyk L, zZe LL jest jezykiem reqularnym?
Ma si¢ rozumie¢, odpowiedZ nalezy uzasadnié.

Dtugo by opowiadaé, co to sa jezyki, w tym jezyki regularne, co oznacza
munozenie jezykéw (a tak naprawde konkatenacja). Oczywiscie, nie moge tego
wyjasni¢, bo woéwczas Redakcja na pewno nie przyjetaby mi tego artykutu do
numeru pod hastem ,,Jakie to proste”.

Jedli jednak studenci nie wymy$la wystarczajaco szybko jakiegos innego
rozwiazania, zaczynam udziela¢ im podpowiedzi. Tak si¢ milo sktada, ze po kilku
takich podpowiedziach zadanie w sam raz nadaje si¢ do pokazania tutaj.

Wyglada ono wtedy tak:

Czy istnieje zbior A liczb naturalnych, ktory sam nie jest prawie-okresowy,
ale zbior A+ A = {n+m|n,me A} jest prawie-okresowy?

Zbiér B < N jest okresowy, gdy dla pewnego k > 0 i kazdej liczby naturalnej n
mamy n € B < n + k € B. Latwo sobie taki zbiér wyobrazi¢: informacja o tym,
ktoére liczby naturalne z przedziatu [0, k — 1] naleza do B, determinuje go
calkowicie, bo dalej ten sam szablon nalezy/nie nalezy powtarza sie

w nieskonczonosé — troche jakby byt namalowany na osi przez malarza, ktéry ma
wzorzysty walek do malowania o obwodzie dlugosci k. Zbiér jest prawie-okresowy
jesli mozna go otrzymac ze zbioru okresowego przez dodanie lub usuniecie
skoniczenie wielu elementéw.

Teraz mozna juz bardzo tatwo udowodnié, ze taki zbior A istnieje.

Zacznijmy od A = {n?|n € N}. Ten zbiér na pewno nie jest prawie-okresowy, bo
odstepy pomiedzy jego kolejnymi elementami coraz bardziej rosna, a w zbiorze
prawie-okresowym tak nie ma prawa by¢.

Przyjrzyjmy sie teraz A + A = {n? + m? |n,m e N}.

Niewatpliwie A + A jest prawie-okresowy albo nie jest prawie-okresowy, ale
sprawdzenie, ktora konkretnie z tych mozliwosci zachodzi, wymagaloby chyba
troche pracy. Na szczeécie mozemy sie oby¢ bez tego.

W pierwszym przypadku, gdy A + A jest prawie-okresowy, zagdanym przykiadem
jest zbiér A.

W drugim przypadku zadanym przykladem jest zbiér A + A (wéwczas nie jest on
prawie-okresowy). Zastanéwmy sie, dlaczego zbiér (A + A) + (A + A) na pewno
jest prawie-okresowy.

Ot6z (A+ A) + (A+ A) = {n? + m? + p?> + ¢* | n,m, p,q € N}. Teraz
przypominamy sobie twierdzenie Lagrange’a, méwiace, ze

kazda liczba naturalna jest sumq czterech kwadratow liczb naturalnych.

A zatem zdefiniowany w skomplikowany sposéb zbiér (A + A) + (A + A) to
po prostu N, a ten jest oczywiscie prawie-okresowy, a nawet okresowy.

To juz koniec dowodu istnienia, i to bez definitywnego wskazania zadnego
przyktadu.

No wtaénie: czy umiesz, Czytelniku, podaé¢ konkretny przyklad takiego zbioru A7
Jesli nie, poszukaj go w numerze.
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