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Rys. 1. Jedli spojrzymy na mape miasta

jak na uktad wspéirzednych, to dla kazdej

pary liczb calkowitych z, y, takiej ze

1 < z,y < n, w punkcie (z,y) znajduje
si¢ skrzyzowanie; ponadto kazde dwa
skrzyzowania oddalone o 1 sg polaczone
ulica. Przyktadowe miasto dla n = 5,

w ktérym zamknigto juz 16 ulic (linie
kropkowane). Po zamknigciu ulicy a
bedzie mozna przejechaé migdzy jej
koricami, nie uda si¢ to natomiast po

zamknieciu ulicy b.
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Rys. 2. Na odcinku z1x5 prostej £ nie ma
zadnego zrzutowanego srodka kota, ktére

przecina £.
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Informatyczny kacik olimpijski (74): Jakie to proste

W tym kaciku dwa zadania z cyklu naszych ulubionych, tzn. na pierwszy rzut oka
cigzkie do ugryzienia, ale ace tadne i krotkie rozwigzania.

Zadanie Bajthattan pochodzi z Akademickich Mistrzostw Polski w Programowaniu
Zespoltowym z roku 2013. Sie¢ drogowa w miescie tworzy regularng siatke n x n
(rys. 1). Naptywaja do nas informacje o zamknieciach ulic. Dla kazdej informacji
mamy stwierdzié, czy po zamknieciu danej ulicy nadal bedzie mozna przejechaé
pomiedzy skrzyzowaniami potozonymi na jej konicach, poruszajac si¢ jedynie po
ulicach, ktére dotychczas nie zostalty zamkniete.

Oczywiscie, sie¢ drogowa mozemy zastapi¢ grafem nieskierowanym, w ktérym
wierzcholki reprezentowaé¢ bedg skrzyzowania, a krawedzie — ulice. I, oczywiscie,
rozwiazanie brutalne, ktére dla kazdego zamkniecia ulicy (usuniecia krawedzi grafu)
wykonuje przeszukiwanie grafu w celu znalezienia Sciezki pomiedzy dwoma
wierzchotkami, nas nie satysfakcjonuje. Takie rozwiazanie dziata w czasie O(l€712)7
gdzie k to liczba usunie¢ krawedzi.

Zauwazmy, ze jesli Sciezka pomiedzy konicami usunietej krawedzi nie istnieje, to
usuniecie tej krawedzi spowodowalo, ze jej konice znalazty sie¢ w réznych spéjnych
sktadowych grafu. Réwnowaznie zatem mozemy badaé, ktére usuniecia krawedzi
zwiekszaja liczbe spéjnych sktadowych grafu. Nasz graf jest planarny, zatem zalezno$é
miedzy liczba jego wierzchotkéw, krawedzi, $cian (czesci plaszczyzny ograniczonych
krawedziami) i spéjnych sktadowych (oznaczymy te liczby kolejno przez v, e, f i s)

wyraza si¢ wzorem Eulera: ve—et+ fos+l.

Rozwazmy usuniecie jednej krawedzi. Liczba wierzchotkéw v jest stala (réwna n?),
natomiast liczba krawedzi e zmniejsza sie o jeden. Jesli po obu stronach usuwanej
krawedzi mieliSmy te sama Sciane, to f sie nie zmienia (i wtedy liczba spdjnych
sktadowych s rosnie o jeden), w przeciwnym wypadku f maleje o jeden

(i wtedy s sie nie zmienia).

Powyzszy warunek mozemy testowaé, trzymajac Sciany grafu w strukturze dla zbioréw
roztacznych. W momencie, gdy usuwamy krawedz, dwie $ciany nalezy potaczy¢.
Rozwiazanie to dziata w czasie O(n? + klog* n).

* % *

Z kolei Kregi w zbozu pojawily sie w finale Potyczek Algorytmicznych 2012. Na
plaszezyznie znajduje sie n kot, ktérych wnetrza sa roztaczne. Srodek i-tego kota
znajduje si¢ w punkcie (x;,y;), a jego promien wynosi r;. Nalezy wyznaczy¢ liczbe
par kél, ktére maja punkt wspdlny.

Znowu rozwigzanie brutalne, ktére z osobna sprawdza kazda z O(nQ) par kol jest za
wolne. Z drugiej strony, odpowiedz nie bedzie nigdy przekraczaé¢ 3n (gdyz graf

o n wierzchotkach w srodkach okregéw i krawedziach taczacych srodki stykajacych sie
kot jest planarny, wiec ma co najwyzej 3n krawedzi). Sprébujmy zatem ograniczy¢
liczbe kandydatéw na pary, ktére musimy sprawdzié¢. Zauwazmy, ze jesli poprowadzimy
linig prosta ¢ przez punkt przeciecia pary kél, a nastepnie zrzutujemy prostopadle na
te prosta Srodki wszystkich kot, ktére przecinaja £, to zrzutowane srodki ko6t
nalezacych do pary beda sasiadowaé na prostej (rys. 2).

Dzigki temu spostrzezeniu mozemy zastosowa¢ metode zamiatania. Bedziemy
przesuwaé od dotu do géry pozioma linie¢ prosta (miotte) i jednoczes$nie utrzymywaé
zbiér két, ktére jg przecinajg. Zauwazmy, ze i-te kolo zostanie wrzucone do zbioru, gdy
miotta bedzie w pozycji y = y; — 7;, a zostanie z niego usuniete dla y = y; + r;. Co
wiecej, bedg to jedyne momenty, w ktorych zawarto$é¢ zbioru bedzie sie zmieniaé.
Zatem w czasie O(nlogn) sortujemy te ,istotne” pozycje miotlty, a nastepnie
przechodzimy je w kolejnosci niemalejacej. Za kazdym razem, gdy uaktualnimy zbiér,
sprawdzamy stalg liczbe par kot (konkretnie te, ktére sagsiaduja z dodanym kotem lub
sasiadowaly z usunietym). Zbiér realizujemy jako uporzadkowany stownik, w ktérym
kota sa posortowane wzgledem wartosci z; i ktéry umozliwia w czasie O(logn)
dodawanie i usuwanie elementéw oraz znajdowanie nastepnego i poprzedniego
elementu w tym porzadku.

Rozwiazanie dziata w czasie O(nlogn). I jak to bywa w zadaniach z geometrii
obliczeniowej — pozostal jeden przypadek szczegdlny (gdy miotla jest styczna do pary
kot), ktérego uwzglednienie pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnikéw.
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