Przyklad zbioru poszukiwanego

w artykule Jajo Jerzego
Tyszkiewicza.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb
naturalnych, ktére nie sa postaci 2k dla
k > 1. Wéwczas A nie jest zbiorem
prawie-okresowym, gdyz odstepy
pomiedzy kolejnymi elementami
brakujacymi w A coraz bardziej rosng.
Jednak zbiér A + A jest prawie-okresowy,
gdyz po prostu A + A = N. Zeby to
zobaczyé wezmy dowolne n € N. Jesli
neA ton=(0+n)e (A+ A), jako ze
0 A. JeSlizasn¢ A, to (n—1) € A,
poniewaz nie istniejg dwie sasiednie liczby
naturalne wigksze lub réwne 2 bedace
potegami dwojki. A zatem

n= (14 (n—1))€e (A+ A), jako, ze

1 € A. Czytelnik dociekliwy moze
zauwazy¢, ze taka definicja zbioru A
dalece nie jest jedyna mozliwa,

w szczegblnosci korzystaliSmy jedynie

z bardzo niewielu wtasnosci funkcji 2™.

Sciglej méwiac, we wspdlczesnej
matematyce rozwaza si¢ zwykle funkcje f
okreslong takim samym wzorem, ale

na calej plaszczyznie zespolonej C,

na ktoérej nie jest juz ona
réznowartosciowa, w zwiazku z czym
funkcje odwrotng do niej trzeba
definiowaé lokalnie; wprowadzona

przez nas funkcja W to tylko fragment
jednej z galezi funkcji Lamberta.
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obiekty poczatkowo poruszaja sie z grubsza w przeciwnych kierunkach. Sktadowe
predkosci sondy prostopadte do kierunku ruchu planety nie zmienia sig,
natomiast ulegng zmianie sktadowe réownolegle — w fazie zblizania od wartosci
skladowej réwnoleglej odejmie sie predkosé planety, a w fazie oddalania predkosé
planety sie do niej doda (rys. 3). W konsekwencji, jezeli poréwnamy skladowa
rownolegla predkoéci sondy przed i po zblizeniu, to beda sie one roéznity

o podwojong warto$¢ predkosci planety. Uzyskamy zatem to, co chcieliSmy —
sonda po zblizeniu bedzie si¢ poruszaé szybciej! Ponownie mozemy zastosowaé
analogie do odbijania piteczki. Przelot w poblizu nieruchomej planety
poréwnalidémy do sprezystego odbijania pileczki o $éciane. Natomiast analogia
przelotu obok planety poruszajacej sie jest odbijanie piteczki od ruchomego
obiektu, np. od czola poruszajacego si¢ pociagu. Jezeli rzuciliby$my pitka

z predkoscia 20 km/h w jadacy z predkoscia 100 km/h z przeciwka pociag, to po
sprezystym odbiciu pitka leciataby z predkoscia 20 km/h + 2 - 100 km/h =

= 220km/h. Oczywiscie, w ukladzie odniesienia zwiazanym z pociagiem
predkosci pitki przed i po odbiciu maja warto$é 120km/h i sa przeciwnie
skierowane.

Dzigki powszechnemu zastosowaniu procy grawitacyjnej udato sie przeprowadzié
wiele spektakularnych kosmicznych misji, ktére bytyby niemozliwe do wykonania,
gdyby sondy musialy polegaé tylko na wlasnych silnikach. Asysta grawitacyjna
moze by¢ wykorzystana nie tylko do rozpedzania sond, ale réwniez do ich
spowalniania. Wiele szczegélowych informacji na temat wykorzystania tego
efektu w konkretnych misjach mozna znalez¢ na stronie NASA i w Wikipedii.

Funkcja Lamberta
Krzysztof OLESZKIEWICZ®

Okreslona na pélprostej [—1,00) funkcja f(x) = xe® jest ciagla i rosnaca,

a zbiorem jej wartosci jest pélprosta [—1/e, 00). Mozna wiec jednoznacznie
zdefiniowaé funkcje W : [—1/e,0) — [—1,0) odwrotna do f, tj. taka, ze
W(f(z)) = « dla kazdego x > —1/e. Funkcje te nazywa sie obecnie funkcja
Lamberta, poniewaz zagadnienia z nia zwigzane rozwazane byly juz

przez osiemnastowiecznego matematyka Johanna Heinricha Lamberta (a takze
przez Eulera). Przydaje sie ona do opisu rozwiazan waznych w zastosowaniach
réwnan rézniczkowych z opdéznieniem i niektérych réwnan fizyki kwantowej,

a takze, jako funkcja tworzaca, w kombinatoryce. Czytelnik zechce sprawdzié, ze

iW(—% In 3) jest rozwigzaniem réwnania 3% = z3, i ustali¢, czy liczba ta jest

B In3,
mniejsza od 3.

Udowodnimy, ze dla liczb zespolonych z dostatecznie bliskich zera (mozna tez
ograniczy¢ sie do z rzeczywistych bez potrzeby wprowadzania zmian w dowodzie)
funkcje W mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego

[e¢]
W(z)=2z— ==z +—2374—z4+...= Z Pm 2™,
: ’ m=1
gdzie p,, = (—m)™~!/m! — poniewaz p,1/pm — €, gdy m — o0, wiec
dla wszystkich z, dla ktérych |z| < 1/e, szereg ten jest zbiezny.

Trzeba wykazaé, ze dla powyzszego szeregu W réwnosé W(f(z)) = z jest
spelniona dla wszystkich z z pewnego otoczenia zera. Przyda sie nam prosta
tozsamos¢ kombinatoryczna.
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im(g) oznacza obraz funkcji g, czyli zbiér

wszystkich przyjmowanych przez nia

wartosci.

2

Inaczej niz w przypadku sum

skonczonych, zmiana kolejnosci wyrazéw
szeregu moze zmienic¢ jego sume lub szereg
zbiezny przeksztalci¢ w rozbiezny. Jesli
jednak Y.%°_| |an| < 0, to wyrazy szeregu
2., @n mozna dowolnie przestawiaé¢ bez

wplywu na wynik sumowania.
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Zasada identycznosci: Przyjmijmy, ze
K c U, gdzie K jest kolem otwartym,

a U pewnym spéjnym otwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej. Jesli
funkcje analityczne ¢, : U — C

spelniaja réwnosé ¢(z)

dla wszystkich z € K, to ¢(z) =

dla wszystkich z € U.
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Lemat. Dian = 2,3,4,... mamy >} _o(=1)*(})(n — k)"~! = 0.

Dowdéd lematu: Rozwazmy funkcje ¢ : {1,2,...,n—1} - {1,2,...,n}.

Dla k =1,2,...,n niech Ay oznacza {g : k ¢ im(g)}, czyli rodzine tych funkcji
ze zbioru {1,2,...,n — 1} w zbidér {1,2,...,n}, ktére nie przyjmuja wartodci k.
Dla dowolnych 1 < i1 <is < ... < i < n mamy

|Ai, N Ay o0 A | = g sim(g) 0 {ig,doy ... yig) = 0} = (n — k)"

Zadna z funkcji okreslonych na zbiorze (n — 1)-elementowym nie moze
przyjmowaé n réznych wartosci, wiec A; U Ay U ... U A, to rodzina wszystkich
funkcji ze zbioru {1,2,...,n — 1} w zbidr {1,2,...,n}. Zatem ze wzoru
wlaczen-wytaczen wnioskujemy, ze

n

= A uAu. U= Y (=D Y A n A a0 Ay =

e L W () O

a to juz jest réwnowazne dowodzonej tezie. []

Niech teraz s bedzie taka liczba dodatnia, ze se® = 1/e. Jedli |z| < s, to
|z]el*l < 1/e, wiee 320 |pml(|2]el*)™ < o0, co usprawiedliwia zmiane kolejnosci
sumowania:
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Skorzystaliémy tu ze znanego rozwini@cia funkcji wyktadniczej w szereg
potegowy, e” = ZZO:O x*/k!, a nastepnie pogrupowaliémy sktadniki wedtug poteg
parametru z. Wspélezynnik przy z! jest réwny 1, a dla n > 2 mamy

I ) S L

1 m:O
_ —nll)” . i (—1)* (Z) (n—k)"t =0,

na mocy lematu. Zatem wykazalidmy, ze W (f(z)) = 2z dla wszystkich liczb
zespolonych z z kota otwartego o srodku w zerze i promieniu s. Zawiera si¢ ono
w spojnym podzbiorze otwartym plaszczyzny zespolonej

U={zeC:Rez>—1, |ze°| < 1/e}.

Czytelnik obeznany nieco z teorig funkcji analitycznych bez problemu
wywnioskuje stad, ze W(f(z)) = z dla z € U, a wiec w szczegdlnosci
dla z € (—1, s). Przechodzac do granicy z — —1%, otrzymamy tez réwnosé

W(=1/e) = W(f(-1)) = —1, czyli

21 32
Z Ipm\e’mzf +tostost...=1
212 3le3

Oméwione rozwiniecie funkcji W w szereg to szczegdlny przypadek nieco bardziej
skomplikowanego klasycznego wzoru Lagrange’a — jesli f rozwija sie w szereg
potegowy na pewnym otoczeniu zera, a ponadto f(0) =01 f/(0) # 0, to istnieje
funkcja analityczna w rozwijalna na pewnym otoczeniu zera w szereg
w(z) =Y pm2™ i taka, ze w(f(2)) = z dla z dostatecznie bliskich zera,
a przy tym

m—1
™

Pm = — :
™ ml dzm—l 2=0

Gdy f(z) = ze*, to 2™/ f(2)™ = e™™*, skad tatwo otrzymaé¢ wspo6lczynniki
funkcji Lamberta.
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