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Wéréd wielu typow zagadnien matematycznych bardzo
sobie cenig takie, ktére po wierzchu sg elementarne,
latwe na poczatku i dajace sie rozwiazaé¢ nietypowymi,
efektownymi, niecodziennymi metodami. Dobrze jest tez,
gdy zadania te sa wierzcholkiem pewnej géry lodowej,
albo — stosujac inne poréwnanie — sa poczatkiem Sciezki
wiodacej nas w nieznane. Oto

Zadanie 1. Mamy szeScian (a raczej jego szkielet),
wykonany z drutu. Do przeciwleglych wierzchotkéw
szescianu podlaczono prad. Wyznaczy¢ opér zastepczy
uktadu. Zakladamy, ze opor kazdej krawedzi wynosi 1 €.

Jest to bardzo tatwe zadanie dla kazdego, kto choé
troche zna prawa rzadzace przeplywem pradu. Nasuwa
sie od razu oczywiste uogélnienie: jak to jest dla innych
wielo$cianéw i ogdlniej: dla innych uktadéw. W latach
sze$c¢dziesigtych XX wieku wiele uwagi poswiecit
podobnym zagadnieniom matematyk brytyjski

i kanadyjski Crispin Alvah Nash-Williams (1932-2001).

Zwiazek z geometria dostrzegli tu przed stu laty

E.E. Brooks i A.W. Poyser w ksiazce Magnetism and
Electricity. Jeden z najbardziej znanych popularyzatoréw
matematyki, Charles Wilderman Trigg (1898-1989),
wracal do tego zadania kilkakrotnie, gtéwnie na tamach
Journal of Recreational Mathematics. Z jego artykultu

w tym magazynie z roku 1981 pochodzi zadanie o oporze
dla przeciwleglych wierzchotkéw kostki dowolnego
wymiaru. Potem zadanie zaczeto zy¢ wlasnym zyciem

i obrasta¢ w teorie. Z zagadnieniami tymi mozna sie
zapozna¢ w sieci, na przyklad pod haslem resistance
distance, co ja ttumacze jako ,jodleglos¢ elektryczna”.

Od pewnego czasu wielo$ciany (w szczegdlnosci foremne)
sklejam z piteczek pingpongowych. Jakos lepiej mi si¢
mysli, gdy moge wzia¢ w reke taki model. Stad sie wzigl
ten dziwny tytul artykutu. Zataczam zdjecie szescianu
nad Giewontem.

Definicja. Niech G bedzie grafem spdjnym. Wyobrazmy
sobie, ze krawedzie jego sa wykonane z materialu dobrze
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przewodzacego prad i ze dana jest opornos¢ kazdej
krawedzi. Dla dowolnych dwéch wierzchotkéw grafu
okreslamy ich odlegtosé elektryczng jako opér zastepczy
catego uktadu, gdy do wierzchotkéw tych podtaczony jest
prad.

7 praw dotyczacych przeplywu pradu otrzymujemy
natychmiast, ze dla kazdych trzech wierzchotkéw A, B,C
odleglo$¢ miedzy A i C jest nie wigksza niz suma
odleglosci miedzy A i B oraz miedzy B i C. Znaczy to,
ze tak okre$lona odleglo$¢ elektryczna jest rzeczywiscie
odlegloscia w sensie matematycznym i zbiér
wierzchotkéw grafu tworzy pewna przestrzen metryczna,
a konkretniej nawet wieloscian.

Zadanie moze by¢ sprowadzone do algebry. Mamy
bowiem prawa Kirchhoffa:

I prawo Kirchhoffa. Suma natezen pradéw
wpltywajacych do wezta i z niego wyplywajacych jest
rowna zeru. Inaczej méwiac, tadunek elektryczny nie jest
gromadzony w wezle.

IT prawo Kirchhoffa. Suma spadkéw napieé¢ na
elementach obwodu zamknietego jest réwna zeru.

Mamy do dyspozycji tez prawo Ohma oraz reguly
rzadzace opornoscia najprostszych typéw potaczen
opornikéw. Dla polaczen szeregowych opér zastepczy jest
suma oporéw sktadowych, dla potaczen réwnolegtych
przepustowos$é¢ ukladu jest rowna sumie przepustowosci
sktadnikéw. Przez przepustowo$é uktadu rozumiemy tu
odwrotnosé oporu.

Roéwnania Kirchhoffa nie sa zwykle skomplikowane — jest
ich jednak duzo. Gdzie tylko mozna, nalezy od nich
uciekaé, najczesciej odwolujac sie do geometrii. Mozliwe
to jest tam, gdzie uklad cechuje pewna symetria.
Rozpatrzmy uogélnienie zadania 1.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ opér zastepczy ukladu, gdy
wejscie i wyjscie (Zrédlo i ujscie pradu) sa przeciwleglymi
wierzchotkami kostki n-wymiaroweyj.

Rozwigzanie. Wierzcholki odlegle o tyle samo (w sensie
odleglodci ,,po grafie”) od tych punktéw maja te same



potencjaly, wiec nie poptynie migdzy nimi prad. Dzigki
temu mozemy je utozsamic, co prowadzi do ukladu
polaczonych ze soba szeregowo n podukladéw potaczen
réwnoleglych. Pozostaje okreslié, ile jest przewodow

w kazdym z tych polaczen réwnolegltych. Jezeli napiecie
przylozone jest w (0,0,0,...,0), a ujscie jest

w (1,1,1,...,1), to wierzcholki sa réwnowazne, gdy maja
te sama sume wspélrzednych. Proste rozumowanie
kombinatoryczne pokazuje, ze liczba krawedzi wynosi
kolejno n - (777), gdzie k = 1,...,n. Na przyklad, dla
szescianu mamy kolejno 3, 6 i 3 pol@czenia, dla kostki
wymiaru 4 mamy kolejno 4, 12, 12 i 4 polaczenia.
Wynika stad (po latwych obliczeniach), ze op6r
zastepczy ukladu jest rowny
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Opér ten maleje wyktadniczo wraz z wymiarem n. Czy
jest to zgodne z nasza intuicja? Powinno by¢: chociaz
odlegto$¢ miedzy skrajnymi punktami ro$nie liniowo, to
liczba potaczen roénie wykltadniczo.

Przyktad 3. Interesujace matematycznie jest zadanie
obliczenia oporu zastepczego szkieletu kostki
n-wymiarowej, gdy zrédlo i ujscie znajduja sie

w sasiednich wierzchotkach

Pelne wyliczenie pozostawimy Czytelnikowi. Wynik
22n r. Opor ten maleje wraz ze wzrostem n, ale
doéé¢ wolno. Znéw mozemy si¢ zastanowié, czy jest to
zgodne z intuicja.

brzmi:

Czesto radze¢ uczniom i studentom tak: zmien fabule
zadania (nie zmieniajac jego tresci matematycznej) na
inna, nawet zartobliwa lub niepowazna. Zréb to, po
pierwsze, dla samego ¢wiczenia. Otrzymasz —

w terminologii wybitnego matematyka holenderskiego
Hansa Freudenthala — zadanie izomorficzne. Po drugie,
a nuz po takim przeformulowaniu zadanie bedzie
wygladaé ciekawiej i moze nawet latwiej sie rozwiaze.

Wielu ludzi z pokolenia autora artykutlu ma sentyment
do kolei, najlepiej starych, parowych, wlokacych sie
dostojnie po szynach na drewnianych podktadach. No to
przelézmy zadanie na jezyk ,kolejowy”, zamieniajac

je na problem przepustowosci 5

sieci. Rozwaze przypadek n = 4. Mo——1 P
Spoéjrzmy jeszcze raz na diagram 3‘ [3
oczami dyspozytora kolejowego, 5

ktory ma wyslaé 96 wagonéw ze L%i( 3*>—¥Q
stacji A do stacji B tak, by 18 18
znalazly si¢ tam w jak

najkrétszym czasie. Ma on do % ~>—¥
dyspozycji sie¢ stacji posrednich

K,L M, P,Q,R. Czarne liczby 1,

3, 6 umieszczone na trasie

oznaczaja przepustowosé danej

linii. Za jednostke przepustowosci wezmiemy odwrotnosé
czasu przejazdu jednego wagonu. Przepustowos$é 3
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oznacza zatem, ze w jednostce czasu da si¢ tym
odcinkiem linii przestaé trzy wagony.

Dla mtodszych Czytelnikéw niech beda narty. Mozemy
sobie wyobrazié, ze A to podnéze gory, B — wierzcholek
a diagram to sie¢ wyciagéw. Niektore z nich sa
wolniejsze, inne szybsze. Na przykiad na odcinku AB
posuwamy sie 3 razy wolniej niz na AK i KR, a szesé¢
razy wolniej niz na KL i QR. Na dole czeka 96 narciarzy.
Jak najszybciej wwiezé ich wszystkich na gore? Liczy sig
oczywiscie czas, po ktérym ostatni narciarz wjedzie na

gore.
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Rozwiazemy zadanie w interpretacji narciarskie;j.

45 narciarzy wjezdza trasa AB (czyli Stad-Dotad), jeden
po drugim. Zajmuje im to tacznie 45 minut. Pozostalych
51 narciarzy w 17 minut osiaga K (na rysunku: drugi
poziom). Tu rozdzielaja sie, 33 jedzie do R; przy
przepustowodci 3 zajmuje im to 11 minut. W tym samym
czasie 11 minut 15 turystéw dociera do punktu R trasa
KLQR a trzech trasg KLM PQR. Po 45 minutach
wszyscy spotykaja sie na gorze. Wyciagi pracowaly bez
przestojéw, zatem jest to najlepszy mozliwy czas
wykonania zadania. Wyciagi przewiozly zatem

96 turystéw w 45 minut, co daje przepustowos¢ Zg = %
turysty na minute. Przepustowos¢ to odwrotnosé oporu,
zadanie rozwigzane, odpowiedz jest zgodna z podana
wczesdniej.

Metryka elektryczng zainteresowali sie fizycy i chemicy
(zwlaszcza krystalografowie). Odkryto metody
algebraiczne, pozwalajace na obliczenie wszystkich
odleglosci elektrycznych dla konkretnego grafu. Niestety,
obliczenia sg skomplikowane. Nalezy bowiem rozwazy¢
wszystkie polaczenia w grafie, co prowadzi do rozwazania
macierzy o kilkunastu czy nawet kilkudziesieciu wierszach
i kolumnach i obliczania ich macierzy odwrotnych, a to
zawsze bylo skomplikowane rachunkowo. Ale my
poprzestanmy na prostych grafach, gdzie — zabierajac
dziecku zabawke — mozemy bawi¢ sie kolejka elektryczna.



