Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VIII 2014

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
566 (WT = 1,97), 567 (WT = 2,50),
568 (WT = 1,20) i 569 (WT = 2,55)
z numeréw 11/2013 i 12/2013

Krzysztof Magiera FLosiéw 47,36
Michatl Kozlik Gliwice 43,14
Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Jacek Konieczny  Poznan 27,92
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51
Tomasz Wietecha Tarnéw 22,37

Andrzej 1dzik

Liczbe 44 punktéw po raz trzeci
przekroczyt pan Krzysztof Magiera.
Gratulujemy!

Bolestawiec 22,15
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573. Rozwazmy dowolny promien przechodzacy przez pryzmat.
Oznaczmy jego kat odchylenia w pryzmacie przez 0, a kat przeciecia
promienia wychodzacego z pryzmatu z osia optyczng przez &
(rys. 3). Dla matych katéw 6 = p(n — 1). Niech punkt S; bedzie
przecigciem przedtuzenia promienia wychodzacego z pryzmatu

z prosta prostopadtla do osi optycznej przechodzaca przez S. Mamy
zwiazki: y = atg(6 — 0) =~ (0 — §), d = y/5 = a( — §) /5. Dlugosé
odcinka |SS1| wynosi H = (a + d)d = af = ap(n — 1) i nie zalezy
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 580, 581
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

580. Do powierzchni niewazkiej sfery przymocowany jest maly koralik, ktéry
mozemy traktowaé jak punkt materialny. Sfera lezy na poziomej podstawce,

w chwili poczatkowej koralik znajduje sie w najwyzszym polozeniu. Zakladamy,
ze sfera nie Slizga sie po podstawce, dopoki wywiera na nig sile nacisku. Na jakiej
wysokosci nad podstawka znajdzie si¢ koralik po wytraceniu z potozenia
rownowagi, gdy sfera zacznie §lizgaé sie po podstawce?

581. Przez plaski kondensator, wypelniony dielektrykiem o stalej
dielektrycznej € i oporze wlasciwym p, ptynie prad I(t) = Ipsinwt. Znalezé
amplitude napiecia na kondensatorze. Powierzchnia oktadek kondensatora
wynosi S, odleglo$¢ miedzy oktadkami jest réwna d.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2014

Przypominamy tresé zadan:

572. Dynamometr ciagniety jest po gtadkim poziomym stole silg F' = 4N (rys. 1). Co wskazuje
dynamometr, jezeli masa sprezyny réwna jest masie obudowy? Dynamometr zostal wyskalowany
w potlozeniu poziomym.

573. Na bipryzmat przedstawiony na rysunku 2 pada $wiatto monochromatyczne ze zrédtla
punktowego S. Na ekranie powstaje obraz interferencyjny. Znalezé odleglosé pierwszego maksimum
interferencyjnego od $rodka ekranu. Dane sa: a — odlegto$¢ zrédla od bipryzmatu, b — odlegtosé
bipryzmatu od ekranu, ¢ — kat tamiacy kazdego z pryzmatéw, ktory jest bardzo maty,

n — wspolezynnik zalamania szkla, z ktérego wykonany jest bipryzmat, A — dlugosé fali $wiatla
emitowanego przez zrédlo. Promienie interferujace padajg na ekran prawie prostopadle.

572. Wskazanie dynamometru to T' = kAl, gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci

sprezyny, a Al jej wydtuzeniem. Gdy dynamometr jest nieruchomy, sita rozciagajaca

sprezyne jest taka sama wzdluz calej sprezyny, a dowolne jednakowe odcinki sprezyny

rozciggniete sa o taka sama wielko$¢. Gdy dynamometr porusza sie z przyspieszeniem

a=F/(2M), gdzie M jest masa sprezyny, sila rozciggajaca sprezyne w odleglodci = od jej

M+ Mz/l  (1+z/)F
a N 2

sie liniowo od wartosci /2 do F. Podzielmy myslowo nierozciagniety sprezyne na

n jednakowych czesci na tyle malych, ze po rozciggnieciu silte sprezystosci T; wzdtuz kazdej

konica przymocowanego do obudowy wynosi T'(z) = , czyli zmienia

czesci mozemy uznaé za stala. Wspdlezynnik sprezystosci kazdej takiej czesci to kn, = nk, bo
wydluzenie calej nieruchomej sprezyny jest n razy wieksze niz wydluzenie pojedynczej
czedei: Alg = F/k = nF/ky. Gdy dynamometr porusza si¢ z przyspieszeniem a, wydluzenie
sprezyny wynosi Al = Z;l T;/(nk). Poniewaz sita T'(z) jest liniowa funkcja z, ZY T; jest
sumgq szeregu arytmetycznego, ktérego pierwszy wyraz réwny jest F/2, a ostatni F,

, n(F + F/2)

réwna — s Wskazanie poruszajacego sie z przyspieszeniem dynamometru wynosi:
F+F/2 3
kAl = ———— = — =3 N.
2 4F

od kata padania $wiatla na pryzmat, zatem przedluzenia
wszystkich promieni wychodzacych z pryzmatu przecinaja sie

w tym samym punkcie. Promienie wychodzace z dwoch pryzmatow
interferuja ze sobg tak, jakby pochodzity z dwéch zrodet St i Sa
(od dolnego pryzmatu) odlegtych od siebie o 2H. Wzér na pierwsze
maksimum interferencyjne ma posta¢: 2H sin @ = A. Szukana
(a+Db)A

odleglos$é¢ miedzy maksimami wynosi: z = (a + b)ja = ———.
2ap(n — 1)
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Klub 44

VE1-44

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VIII 2014

Zadania z matematyki nr 683, 684

Redaguje Marcin E. KUCZMA

683. Dane sa dwa przystajace okregi, przecinajace sie w punktach A i B.

Punkt X lezy na jednym z tych okregéw, punkt Y na drugim, przy czym prosta

XY nie przechodzi ani przez A, ani przez B, ani przez $rodek odcinka AB.

Punkt Z jest wierzchotkiem réwnolegltoboku X BY Z. Dowiedé, ze okregi opisane

na tréjkatach AXZ, AY Z sa przystajace do dwéch danych okregow.

684. Wykazaé, ze dla zadnej pary réznych liczb pierwszych p, ¢ uktad réwnan
+b?=p, P+y’=q (a-2)+0-y)?=p—q

nie ma rozwiazan w liczbach caltkowitych a, b, z, y.

Zadanie 684 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
669 (WT =1,38) i 670 (WT = 2,44)
z numeru 11/2013

Jedrzej Garnek Poznan 40,03
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,87
Marek Spychata Warszawa 39,37
Janusz Olszewski Warszawa 38,48
Wojciech Maciak Warszawa 38,32
Pawel Duch Bielawa 36,83
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,72

676. W trdjkacie o bokach dlugosci a, b, ¢, o wszystkich
katach wewnetrznych mniejszych od 120°, znajduje sie
punkt, ktérego suma odlegtosci od wierzchotkéw jest
minimalna i wynosi d. Dowies¢, ze zachodzi réwnosé

(az +b2 4+ d2)2 = 3((14 +

675. Niech p,, bedzie prawdopodobiefistwem wylosowania stowa
dobrego, tj. takiego, w ktérym dwie wyrdznione litery nie sasiaduja, zas
qn = 1 — p,, prawdopodobienstwem wylosowania stowa zlego. Zapiszmy
te wartosci jako sumy pn = p,, + DL, ¢n = q,, + 4./, gdzie pojedynczy
prim odpowiada sytuacjom, gdy ostatnia litera stowa jest
niewyrézniona, a podwdjny prim — sytuacjom, gdy ostatnia litera jest
wyrédzniona. Mamy zaleznosci rekurencyjne
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Pn = Pn—-1"357> dn = 4n—-1" 37,

S SRS S G =dn-1 35 P 30
wyjasnienie ostatniej z nich: zte n-stowo, zakonczone jedna
z wyréznionych liter, mozna uzyskaé z dowolnego zlego (n—1)-stowa
(dopisujac na kornicu jedng z tych dwdch liter), badz z dobrego
(n—1)-stowa, zakonczonego wyrdzniong litera (dopisujac druga
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wyrézniong litere); uzasadnienie pozostalych zaleznosci jest podobne.
Odejmujac dwie ostatnie réwnosci otrzymujemy
P —dn = 5P,y — 1) = 15 (Pn72 2-a —Pnfl))
= %pn—l + %pn—z - ﬁ
Jednoczesnie ta sama réznica daje si¢ zapisaé jako
P —ay = (Pn —pp) — (Gn — q7)
= (pn *Qn) - (pn—l . % —Qqn-—1" %)
= (2pn — 1) = 5 (2pn—1 —1).
Przyréwnanie prawych stron uzyskanych réwnosci daje jednorodna
rekurencje liniowg drugiego rzedu
2 n 1
24 Pn—1 288 Pn—
Wraz z wartosciami poczatkowymi pg = p1 = 1 wyznacza ona caly
ciag (pn). Numerycznie mozna si¢ przekonaé, ze pao7 > 0,5014,
p208 < 0,4999, a zatem liczba, o ktérg pyta zadanie, wynosi 208.

Pn = 2.

Oczywiscie mozna tez uzyskaé zwykla metoda rozwiazanie tej ostatniej
rekurencji w postaci

23+0 23 -6
n = Aa™ Bg™; = 5 = )
P o + Bp @ 48 g 48
1 25 1 25
A=~422 B—_2 (5-\6i7
2+25 2 2 ( )

i zauwazy¢, ze p, > Aa™ dla n nieparzystych, p, < Aa™ dla

n parzystych. Wystarczy wiec sprawdzié, ze Aa?°7 > 0,5 > Aa?08, czyli
ze liczba (In2A)/(— In «) lezy pomiedzy 207 i 208. Tak w istocie jest; jej
przyblizona warto$¢ wynosi 207,89.
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Rozwigzania zadan z numeru 2/2014

Przypominamy tresé zadan:

675. Alfabet liczy 24 litery; dwie z nich to alfa oraz
omega. Sposrod wszystkich stéow (ciggdéw liter) dlugosci n
wybieramy losowo jedno. Wyznaczy¢ najmniejszg liczbe
naturalng n, dla ktérej bardziej prawdopodobne jest
wylosowanie stowa, w ktérym litery alfa i omega

co najmniej raz sasiaduja, niz stowa bez tej wlasnosci.

b+t 4 dY).

676. Wzér dany do udowodnienia przedziwnie przypomina wzér

z zadania 658 (nr 3/2013) — to nie przypadek. Tam byla mowa

o czworoscianie; ale w oméwieniu rocznym (nr 2/2014) byt
dyskutowany przypadek dowolnego wymiaru: jesli w przestrzeni R™—1
umiescimy sympleks foremny o krawedzi k, to dla dowolnego punktu tej
przestrzeni, lezacego w odleglosciach di, ..., d, od jego wierzchotkéw,
zachodzi réwnosé

(R4 +.. +d2)" =n(k* +di+.. +db).
Tu zastosujemy skromniutki jego wariant: n = 3.

Niech ABC bedzie tréjkatem rozwazanym obecnie, o bokach a, b, c.
Punkt, o ktérym mowa, to punkt Toricellego (lub punkt Fermata) T}
zalozenie o katach < 120° gwarantuje, ze T lezy wewnatrz tréjkata,

na przecieciu odcinkéw AA’, BB’, CC’ — gdzie litery z primami
oznaczajg wierzcholki tréjkatéw réwnobocznych BCA’, CAB’, ABC’,
zbudowanych na zewnatrz tréjkata ABC' — to wlasno$é dobrze znana
(wyprowadzenie i komentarze mozna znalezé w wielu miejscach; choéby
http://pl.wikipedia.org/wiki/Punkt Fermata ).

Przez punkty C, A, B prowadzimy proste réwnolegle odpowiednio do
AA’, BB’, CC’; przecinajac sie, tworza one trdjkat réwnoboczny
A""B"C" (oznaczenia jak na rysunku). W trapezach réwnoramiennych
(o katach 60°, 120°) CTBA", ATCB’', BT AC" zachodza réwnosci

|A"T| = |BC| =a, |B"T|=|CAl=b, |C"T|=|AB|=c.

Z rysunku widaé ponadto, ze trojkat A’ B”C’"' ma bok dlugosci
|TA| + |TB| +|TC|, czyli d.

Wzér przytoczony na wstepie stosujemy (w wersji n = 3) do tréjkata
A" B”C" oraz punktu T, lezacego w odlegloéciach di1 = a, d2 = b,
ds =cod A", B”, C"; teraz k = d, i mamy teze zadania.

Takie rozwigzanie jest zgodne z intencjg pana Tomasza Ordowskiego
(ktéry zaproponowal oba te zadania, 658 i 676). Mozliwe jest tez
rozwiazanie znacznie bardziej bezposrednie (cho¢ i bardziej
rachunkowe). Odcinki T'A, T'B, T'C tworza katy po 120°. Oznaczajac
ich dlugosci przez z, y, z, mamy a? = y? + 22 + yz (i podobnie b2, c?).
Podstawiajac te wyrazenia do wzoru z tezy zadania dostajemy po obu
stronach wielomiany symetryczne zmiennych z, y, z, dajace sie wyrazic¢
przez podstawowe formy symetryczne d =z + y + z, e = yz + zx + xy,
f = zyz (to kilka linijek prostych przeksztalcen). Zaréwno po lewej,
jak i po prawej stronie, wyrazy zawierajace f ulegajg redukcji; i jedna,
i druga strona sprowadza sie do wyrazenia (3d? — 3e)?.



