Gra Grim i twierdzenie Sprague’a—Grundy’ego

Autorki Grima badaly rézne klasy grafow
poczatkowych, czeéé¢ wynikéw zawarta jest

w prezentacji
http://zimmer.csufresno.edu/ ovega/
research/Shameless.pdf.
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Rys. 1. Graf, ktéry okreslamy mianem
slancucha”. W tym przypadku jest to
tancuch dlugosci 8.
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Rys. 2. Przyktadowa rozgrywka dla
nieparzystej liczby wierzchotkéw przy
zalozeniu, ze gracz pierwszy gra
zgodnie z opisang w artykule strategia
wygrywajaca.
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Pewnie cze$é czytelnikoéw Delty zna gre Nim — zaréwno jej zasady, jak i wlasciwa dla
niej strategie wygrywajaca. W tym artykule chcemy przedstawié¢ inna gre grafowa. Gre
o prostych zasadach, ale trudniejsza niz Nim do doktadnego przeanalizowania. Tg gra
jest — stworzony przez Jamie Peabody i Karen Willis — Grim. Podamy efektywny
sposéb orzekania, ktéry gracz ma strategie wygrywajaca. Co najciekawsze, mozna go
zastosowaé do szerokiej klasy tego typu gier dwuosobowych, zawierajacej Grima i Nima.

W Grimie dwaj uczestnicy naprzemiennie wykonuja ruchy. Na poczatku rozgrywki
maja oni do dyspozycji pewien graf. W tym artykule bedziemy rozwazaé jedynie

grafy poczatkowe, ktore sg ,tancuchami”, tzn. takie grafy spéjne, w ktérych dwa
wierzchotki maja stopien 1, a reszta wierzchotkéw ma stopien 2 (taki graf pokazany jest
na rysunku 1).

W kazdym ruchu gracz wybiera dowolny nieizolowany wierzchotek grafu i usuwa go
wraz ze wszystkimi krawedziami z niego wychodzacymi. Przegrywa gracz, ktory jako
pierwszy nie moze wykonaé ruchu.

Jedli liczba wierzchotkéw grafu jest nieparzysta (oczywiscie, wieksza od 1), to istnieje
strategia wygrywajaca dla gracza pierwszego — wystarczy jako pierwszy wierzchotek
wybraé wierzchotek bedacy srodkiem symetrii, a nastepnie odbijaé ruchy przeciwnika
wzgledem $rodka (rys. 2). Po kazdym ruchu pierwszego gracza, postepujacego zgodnie
z opisanym tu algorytmem, pozostate wierzchotki sa ponownie symetryczne wzgledem
srodka. Dopdki drugi gracz jest w stanie wykona¢ ruch, dopéty pierwszy gracz moze
rozpoczaé nastepna kolejke. Zatem drugi gracz nie moze wykonaé¢ dozwolonego ruchu
jako ostatni. Poniewaz wierzchotkéw jest skonczenie wiele, gra musi zakonczy¢ sie
jego przegrana.

Trudniejszy do rozwazenia jest przypadek, gdy liczba wierzchotkéw jest parzysta. Gdy
wynosi ona 2, to strategie wygrywajaca ma gracz pierwszy — niezaleznie od wykonanego
ruchu, drugiemu graczowi pozostanie jedynie izolowany wierzchotek. Dla czterech
wierzchotkéw strategie wygrywajaca ma gracz drugi. Dla tancucha dtugosci 6, 8 lub 10
znéw wygrywa gracz pierwszy, ale dla dtugosci 12 — drugi. Mozna tego dowiesé,
rozrysowujac drzewo gry, niestety, o wykladniczej zaleznosci liczby weztéw od diugosci
tancucha. Co dalej? Z pomocy przychodzi nam komputer i twierdzenie
Sprague’a—Grundy’ego. Zeby je przedstawié, wprowadzimy najpierw kilka pojeé.

Gre nazwiemy normalng, jesli przegrywa w niej ten z graczy, ktory jako pierwszy

nie jest w stanie wykonaé ruchu. Bedziemy méwié, ze gra jest bezstronna, jesli obaj
gracze moga wykonaé te same ruchy, majac do dyspozycji dang plansze. Przyktadowo
gra w kotko i krzyzyk bezstronna nie jest, gdyz gracz stawiajacy kétko nie moze
postawié¢ krzyzyka. Grim i Nim zaliczaja sie do gier bezstronnych.

Funkcja mex (ang. minimum excludant) przyporzadkowuje podzbiorowi zbioru liczb
naturalnych najmniejsza liczbe naturalng do niego nienalezaca. Na przyktad,
mex({0,1,2) = 3,

mex({1,2}) =0, a mex({0,2,8})=1.

Funkcja Sprague’a—Grundy’ego F' okreslona jest rekurencyjnie dla poszczegdlnych
pozycji w grze. Dla konfiguracji g, w ktérej gracz nie jest w stanie wykonaé ruchu,
definiujemy F(g) = 0. Dla innych pozycji funkcja ta zwraca mex zbioru wartosci F' dla
wszystkich pozycji ¢’, do ktérych mozemy doj$é w jednym ruchu z g. Do poprawnoéci
definicji F' wystarczy acykliczno$é gry, czyli brak mozliwosci powtérzenia konfiguracji
w czasie rozgrywki, oraz zalozenie, ze dla kazdej konfiguracji poczatkowej gra moze
potrwaé co najwyzej skoniczenie wiele tur.

W grze Grim dla pozycji skladajacej si¢ z jednego badz kilku izolowanych wierzchotkéw
nie ma mozliwoéci wykonania ruchu, wigc F przyjmuje wartosé F(o) = F(o o) =...=0.
Lancuchowi dlugosci 2 funkcja F' przyporzadkowuje F'(o—o) réwne mex z wartosci F' dla
wierzchotka izolowanego, ktéry uzyskujemy niezaleznie od tego, na ktéry z dwéch
mozliwych ruchéw sie zdecydujemy. Zatem F'(o—o) = mex({0}) = 1. Warto$é F'(o—o—o)
roéwna jest natomiast wartosci funkcji mex dla zbioru zawierajacego: wartosé¢ F' dla
dwdch izolowanych wierzchotkéw F(o o) = 0 oraz dla laiicucha dtugosci 2, F'(o—o0) =1,
a zatem F'(o—o—0) = mex({0,1}) = 2.

4



Nim-suma to zwykla bitowa operacja xor.

(0101); = 5
4+ (1100); = 12
(mod 2) 1201
(1001); = 9 (=56 12)

Rys. 3. Nim-suma liczb 51 12 to 9.

Nastapito tu pewne naduzycie oznaczen.
Graf bedacy tancuchem dlugosci k jest
jednoznacznie scharakteryzowany przez k,
utozsamiamy go tez jednoznacznie

z pozycja W grze. Zatem znaczenie

zapisu F(k) nie powinno budzié
watpliwosci.

Poczatkowe wartosci ciggu F'(n) to:
0,0,1,2,0,1,2,3,1,2,3,4,0, 3,4, 2,1,
3,2,1,0,2,1,4,5,1,4,5,1, 2,0, 1, 2, 3,
1,2,3,4,2,3,4,2,3,4,2,1,0, 2,8, 4,5,
3,4,5,6,2,5,1,2,3,1,2,3,4,2,3, 4, 2,
3,4,2,3,0,2,3,4,5,3,4,5,6,4,5,6, 2,
3,1,2,3,4,2,3,4,2,3,4, 2,3,0, 2, 3, 4,
5,3,4,5,6,4,5,6,8,5,1, 2,3, 4,2, 3,4,
2,3,4,2,3,0,2,3,4, ...

Nim-suma to pewne dziatanie @, ktére dwém liczbom naturalnym przyporzadkowuje
rowniez liczbe naturalng. Aby obliczy¢ Nim-sume, nalezy zapisaé oba argumenty

w systemie dwdjkowym, dodaé liczby stojace przy tych samych potegach dwdéjki (a wiec
zera lub jedynki) modulo 2, a nastepnie wynik zinterpretowaé jako zapis dwéjkowy
szukanej liczby. Z powyzszego przepisu wynika od razu, ze z & x = 0.

Twierdzenie Sprague’a—Grundy’ego pozwala wyznaczy¢ wartosci funkcji F' w sytuacji,
gdy gracze graja w kilka normalnych i bezstronnych gier jednoczesnie: w kazdym ruchu
wybieraja jedna z plansz i wykonuja na niej ruch zgodnie z zasadami odpowiadajacej jej
gry. Tak powstala ,multigre” nazywamy sumg gier.

Twierdzenie (Sprague-Grundy). Funkcja Sprague’a—Grundy’ego F dla sumy
normalnych, bezstronnych gier jest réwna Nim-sumie funkcji Sprague’a—Grundy’ego
poszczegdlnych gier. Gracz wykonujgcy ruch ma strategie wygrywajgcg wtedy i tylko
wtedy, gdy warto$é funkcyi F' dla aktualnej pozycji gry jest niezerowa.

W przypadku, gdy funkcja F dla pozycji gry ¢ przyjmuje wartosé¢ F(g) # 0, mozliwy
jest ruch do takiej pozycji g’, by F(g') = 0, zgodnie z definicja funkcji mex. Pozycja g’
moze koniczyé gre (dla takich ¢’ z definicji F(g’) = 0), choé nie musi. Jezeli F(g) = 0, to
wéwezas dla kazdej pozycji ¢, osiggalnej za pomoca jednego ruchu, mamy F(g') # 0.
Strategia wygrywajaca polega na takim wykonywaniu ruchéw, by po kazdym z nich
trafi¢ do takiej pozycji ¢, ze F(g') = 0.

Jako przyktad zastosowania rozwazmy sume dwbdch egzemplarzy pewnej gry bezstronnej
i normalnej (gramy tymi samymi zasadami, rozpoczynamy z ta sama pozycja
poczatkowa go na obu planszach). Wygrywa ten z graczy, ktéry jako ostatni jest

w stanie wykonaé ruch. Na mocy podanego twierdzenia wartos¢ funkcji
Sprague’a—Grundy’ego dla tak powstalej gry bedzie réwna

F((go,90)) = F(g0) ® F(go) =0,

a zatem nie istnieje strategia wygrywajaca dla pierwszego gracza. Do takiego wniosku
mozemy tez doj$é bezposrednio. Wystarczy zauwazyé, ze gracz drugi moze zapewnié
sobie zwyciestwo przez kopiowanie ruchéw gracza pierwszego na planszy, na ktérej
ostatnio nie wykonal ruchu gracz pierwszy.

Jaki zwigzek ma twierdzenie Sprague’a—Grundy’ego z gra Grim? Jedli startujac

z taficucha, usuniemy jeden wierzchotek, to otrzymamy dwa krétsze tancuchy (byé moze
jeden pusty, czyli dtugosci 0), z ktérych kazdy od tej pory mozna traktowaé jako osobna
gre. Chcac wyznaczyé wartosé funkcji Sprague’a—Grundy’ego dla tancucha dlugosci n,
nalezy obliczy¢ mex z wartosci F' dla gier bedacych sumami tancuchéw dtugosci k oraz
n—k —1, dla k ze zbioru {0,...,n — 1}. Warto$¢ tej funkcji dla kazdej takiej sumy
tancuchéw otrzymujemy z twierdzenia Sprague’a—Grundy’ego — jest to

F(k)® F(n—k —1). Stad otrazymujemy definicj¢ rekurencyjna:

Fn)=mex({F(k) ® F(n—k—-1),0<k<n}), F0)=0, F(1)=0.
Powyzszy przepis mozna bardzo efektywnie (w poréwnaniu z przeszukiwaniem pelnego
drzewa gry) wykorzysta¢ do obliczenia wartosci F'(n) za pomoca komputera.
Uproszczenie bierze sie stad, iz zamiast rozpatrywaé wszystkie mozliwe konfiguracje
planszy, mozemy, dzieki twierdzeniu, ograniczy¢ sie do rozpatrywania konfiguracji
bedacych tanicuchem lub suma dwéch tancuchéw. Prosta implementacja ma
pesymistyczna ztozonosé O(n?) przy zatozeniu, ze operacje xor liczymy w czasie
stalym.

Wykorzystujac te technike, mozna sprawdzié, ze jedynymi liczbami wierzchotkéw
mniejszymi od 108, przy ktérych strategic wygrywajaca ma gracz drugi, sa doktadnie
liczby ze zbioru:

{1,4, 12,20, 30, 46, 72,98,124, 150, 176, 314, 408}.
Pytanie, czy to jedyne liczby o tej wlasnosci, pozostaje otwarte.

Podanie jawnego wzoru na wartosci funkcji Sprague’a—Grundy’ego dla réznych
dwuosobowych gier bezstronnych w ogdélnosci uchodzi za zadanie trudne. Obliczanie
wartodci tej funkcji za pomoca komputera (a nawet, przy odrobinie wytrwatosci,

na kartce papieru) zazwyczaj jest duzo prostsze, a pozwala okreslaé, ktory z graczy ma
strategie wygrywajaca, dla konkretnych, takze nietrywialnych sytuacji. Tak otrzymane
wyniki moga prowadzi¢ do ciekawych hipotez dotyczacych postaci funkcji F'. Czytelnika
Whikliwego zachecamy réwniez do wyznaczenia jawnego wzoru funkcji
Sprague’a—Grundy’ego dla gry Nim.
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