Szczescie w zbiorach mierzalnych

Wyobrazmy sobie nastepujaca gre. Mamy plansze o polach
ponumerowanych od 0 do 100 i dwa pionki, stojace

na poczatku na polu o numerze 0. Gracze wykonuja ruchy
na przemian. Gracz rzuca monetg i jesli wypadnie reszka,
to przesuwa swéj pionek o 1 pole, a jesli orzel — o 5 pol.
Wygrywa ten, kto pierwszy dojdzie do pola o numerze 100.
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Jesli wybierze bardziej ryzykowny wariant B,

to w przypadku wyrzucenia orta rusza sie do przodu

0 20 pol, ale w przypadku wyrzucenia reszki wraca na pole
zerowe. Zeby nasza gra zawsze si¢ konczyta, przyjmijmy,
ze jesli 10 razy danemu graczowi wypadnie reszka
podczas stosowania wariantu B, to ten gracz przegrywa.

Malo ciekawa gra, prawda? Zalezy tylko od szczedcia,

a nie od podejmowania shusznych decyzji. Dodajmy
wiec do niej jakis element decyzyjny. Powiedzmy,

ze przed wykonaniem ruchu gracz moze wybraé¢ spoérod
dwdéch wariantow: A i B. Jesli wybierze wariant A, to
rzuca moneta i wykonuje ruch tak, jak napisano wyzej.
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Ta gra jest troche ciekawsza (sa sytuacje,

w ktérych bardziej oplaca sie zastosowaé wariant A,

i sytuacje, w ktérych lepszy jest wariant B), ale wciaz
zalezy od szczescia. No ale co to jest szczescie? Moze
daloby sie jakos wlaczy¢ szcze$cie do samej gry, tak, zeby
bylo deterministycznym elementem gry, a nie losowym?

Przyjmijmy, ze nasze szczescie jest liczba z przedziatu [0,1). (Szczescie zawsze
rozpatrujemy z punktu widzenia konkretnego gracza — jesli nasze szczedcie jest
réwne s, to szczescie przeciwnika wynosi 1 — s.) Szczescie réwne 1 oznaczaloby,
ze na monecie zawsze bedzie wypadalo to, co chcemy. Szczescie réwne 0 oznacza,
ze zawsze wypada to, czego chce przeciwnik. Posrednie wartosci oznaczaja, ze
obaj gracze maja co$ do powiedzenia. Przyktadowo, jesli szczescie jest wieksze
niz %, to powinniSmy mieé¢ mozliwo$é wybrania wyniku rzutu moneta, ale bedzie
si¢ to dzialo kosztem naszego szczeScia w dalszej czesci gry.

Doktladniej, szczescie dziala w nastepujacy sposéb. Powiedzmy, ze nasze szczescie
w pewnym momencie jest réwne s, a reguly gry z elementem losowym moéwia, ze
powinnidmy w tym momencie rzuci¢ moneta. Zamiast to robi¢, decydujemy, jak
podzieli¢ s miedzy oba mozliwe wyniki. Wybieramy dwie liczby, sg i so, obie

z przedziatu [0,1] i takie, ze ich érednia jest réwna s. Przeciwnik wybiera wynik
rzutu — jesli wybierze reszke, to nasze szczedcie zmienia si¢ na sp, w przeciwnym
przypadku nasze szczeScie zmienia sie na sp. Nie wolno mu wybraé takiego
wyniku, ktéremu przypisaliSmy wartosé naszego szczescia 1. Zauwazmy, ze dla
kazdego rzutu monetg to my wybieramy podziat s, a przeciwnik wybiera wynik
rzutu, niezaleznie od tego, do ktérego z graczy nalezal rzut moneta.

Przyktadowo, wyobrazmy sobie taka prosta gre: gracze rzucaja moneta

na przemian, zaczyna przeciwnik, a wygrywa ten, kto wyrzuci orta. Zacznijmy

ze szczesciem s = 0,7. Gramy w nastepujacy sposéb: w pierwszym ruchu
przyporzadkowujemy so = 1, sg = 0,4, dzieki czemu blokujemy przeciwnikowi
orta i ,wypada reszka’, ale nasze szczescie spada do 0,4. Teraz, oczywiscie,
przeciwnik nie wybierze orta (bo jest nasz ruch), takze mozemy mu przypisaé
dowolnie mala wartos¢ szczescia i przyporzadkowujemy sp = 0, sg = 0,8. Wypada
reszka, nasze szczescie wzrosto do 0,8. Po wymuszeniu reszki w ten sam sposob,
co ostatnio, szczescie spada do 0,6. Teraz mozemy przyporzadkowaé sp = 1,

so = 0,2, zatem wypada orzel i wygrywamy. Mozna pokazaé, ze wygrywamy

dla wartosci szczescia powyzej %, dla wartosci ponizej % wygrywa przeciwnik
(dla s = % gra sie nie skonczy, a wladciwie skonczy sie wtedy, gdy ktory$ z graczy
sie znudzi i wykona ruch prowadzacy do zakoficzenia gry jego przegrana).

Co wlasciwie oznacza szczescie? Jedli gra jest skoficzona (na przyklad w powyzszej
grze uznajemy, ze jesli po 100 rzutach nie doszto do konkluzji, to nastepny

rzut decyduje), to mozna udowodnié, ze jesli w danym momencie szczescie jest
wieksze od prawdopodobienstwa wygrania gry losowej przez przeciwnika (przy
zalozeniu, ze obaj gracze stosuja optymalne strategie), to my mamy strategie
wygrywajaca. Jesli jest mniejsze, to strategie wygrywajaca ma przeciwnik.
Strategia polega na tym, by wszystkie sytuacje, w ktérych nie mamy szans
wygraé, blokowaé (korzystajac z wysokiej wartosci szczescia), a w pozostalych
graé tak, by powyzszy warunek byl zachowany (szczescie ma by¢ zawsze wigksze
niz prawdopodobienstwo). Szczegdly dowodu zostawiamy Czytelnikowi. Polecamy
tez sig zastanowic, jak dostosowaé ten system do popularnych gier z uzyciem
kostki, od (dwuosobowego) chinczyka do backgammona. Albo do gier, w ktérych
wazny jest wynik (a nie tylko, kto wygral, a kto przegral), lub tez do gier,

w ktérych losowos¢é wynika stad, ze obaj gracze podejmuja decyzje jednoczesnie
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(jak kamien-nozyce-papier). Zauwazmy réwniez, ze gra ma niesymetryczny
charakter, bo mamy dwéch graczy: gracz wybierajacy podzial (,dzielacy”) i gracz
wybierajacy wynik rzutu (,rzadzacy”). Te dwie role moga by¢ na stale przypisane
do graczy, mozna tez si¢ zastanowi¢ nad systemem, w ktorym role si¢ zmieniaja.
% % %
W powyzszej grze zarzadziliSmy, zeby rozgrywka zawsze byla skonczona. Jednak
mozna wymysli¢ gry, w ktorych rozgrywka czasami albo zawsze jest nieskonczona.
W przypadku rozgrywek nieskonczonych réwniez w jakis sposéb okreslamy
zwyciezce. Przyklad takiej gry nieskoniczonej? Mamy pewien podzbiér A C [0, 1]
i dwa pionki, z ktérych jeden stawiamy w punkcie 0, a drugi w punkcie 1. Gracze
na przemian wybieraja jeden z pionkéw i stawiaja go w punkcie dokladnie
posrodku pomiedzy poprzednimi pozycjami pionkéw. Tak wiec w pierwszym
ruchu my przestawiamy jeden z pionkéw do punktu %, powiedzmy ten, ktéry
wezesniej stal w 1, a w drugim ruchu przeciwnik wybiera, ktory z pionkdéw ma
przenies¢ do punktu i ($rednia 0 i %) Jedli wybral przestawienie pionka z 0, to
my przestawiamy jeden z pionkéw do %, i tak dalej. ,,Po nieskonczonym czasie”
oba pionki beda staly w tym samym punkcie granicznym. Jesli ten punkt
graniczny nalezy do zbioru A, to my wygrywamy, jesli nie, to wygrywa
przeciwnik. Mozna pokaza¢ np. ze jesli zbiér A jest zbiorem liczb wymiernych, to
w takiej grze nieskonczonej przeciwnik ma strategie wygrywajaca (chociaz
w skonczonej grze pionki zawsze beda staly na liczbach wymiernych) — strategia
ta polega na tym, ze przeciwnik ustawia wszystkie liczby wymierne w ciag,
i w kolejnych swoich ruchach dba o to, zeby wyklucza¢ kolejne liczby z tego ciagu
jako mozliwe punkty graniczne.

W powyzszej grze wybory Swiadome” mozna zastapi¢ wyborami losowymi
(pionek przenoszony do srodka wybieramy losowo). Wtedy punkt graniczny jest
wybierany caltkowicie losowo, zatem prawdopodobienstwo, ze my wygramy, jest
réwne prawdopodobienstwu, ze losowo wybrany punkt nalezy do zbioru A.

Czy podany wyzej sposdb na zamiane gry losowej na gre deterministyczna

»ze szczeSciem” mozna réwniez zastosowaé do powyzszej gry nieskonczonej

(i innych)? Zastandéwmy sie, co by to oznaczalo. Jesli szczedcie jest wigksze niz
prawdopodobienstwo zwyciestwa, to my mamy strategie wygrywajaca, a jesli
mniejsze, to wygrywa przeciwnik. Zatem udatoby nam si¢ zdefiniowaé
prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany punkt nie nalezy do zbioru A, przy
uzyciu gier. Dla za maltych wartosci szczescia strategie wygrywajaca ma
przeciwnik, a dla za duzych my. Zatem mozemy zdefiniowaé¢ prawdopodobienstwo
jako najmniejsza warto$é¢ szczescia, przy ktorej my mamy strategie wygrywajaca
w danej grze (a dokladniej kres dolny zbioréw tych wartosci).

Skadinad wiadomo, ze w standardowej matematyce (uzywajacej aksjomatu
wyboru) istnieja zbiory niemierzalne, tzn. takie, dla ktérych wartosci
prawdopodobienstwa nie da sie okreslié. (Jednym z przykladéw tego zjawiska
moze by¢ paradoks Banacha—Tarskiego: mozna udowodnié, ze kule w przestrzeni
tréojwymiarowej mozna podzieli¢ na czesci, z ktérych mozna nastepnie zlozyé
dwie rézne kule, kazda takiej samej wielkodci jak oryginalna. Gdyby wszystkie
zbiory byly mierzalne, takiego czego$ nie daloby sie zrobié.)

Czy to oznacza, ze konstrukcja gry ,ze szczeSciem” nie dziala dla gier
nieskonczonych? Okazuje sie, ze dziata — mozna udowodnié, ze jesli strategie
wygrywajaca mamy my, to miara zewnetrzna (ograniczenie gérne
prawdopodobienistwa) dopelnienia A jest mniejsza niz s, a jesli przeciwnik, to
miara wewnetrzna (ograniczenie dolne) jest wigksza. Zauwazmy, ze gdyby dla
kazdej wartosci szczescia ktory$ z graczy mial strategie wygrywajaca, to zbiér A
bylby mierzalny (bo miara wewnetrzna jest wieksza lub réwna wartosci
granicznej, a zewnetrzna jest mniejsza lub réwna, wiec gdy miara zewnetrzna
jest mniejsza lub réwna od miary wewnetrznej, to obie musza byé réwne).
Problem w tym, ze istnieja gry, dla ktorych zaden z graczy nie ma strategii
wygrywajacej — takie wlasnie gry pojawiaja sie dla niemierzalnych zbioréw A.
Mozna rozwazaé teorie, w ktérej zamiast aksjomatu wyboru przyjmujemy
aksjomat, ze w kazdej grze jeden z graczy ma strategiec wygrywajaca. Wtedy
wszystkie zbiory sa mierzalne i rzeczy takie jak paradoks Banacha-Tarskiego
nie mogg mie¢ miejsca.
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