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Zbiér nazywamy przeliczalnym, jesli jego
elementy mozna ustawi¢ w ciag.

Dla kazdego n zachodzi a, < g < by,.
Gdyby bowiem b,, < g dla pewnego n,
to dla kazdego k takze ar < b, < g,
wigc g nie byloby granica ciagu (a.).
Podobnie nie istnieje takie n, ze a, > g.
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Rys. 1. Otoczenie o promieniu r

punktu gq.

Zbiér liczb wymiernych jest gesty

w zbiorze liczb rzeczywistych, co oznacza,
ze pomiedzy dowolnymi dwiema liczbami
rzeczywistymi zawsze istnieje liczba
wymierna.

4= qt+ry
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Rys. 2. Otoczenie o promieniu rq
punktu q.

Punkty na prostej Joanna JASZUNSKA

W deltoidzie 7/2013 wykazalidmy, ze odcinek nie jest przeliczalny, postugujac sie
tzw. metoda przekatniowg Cantora. Tym razem udowodnimy ten sam fakt,
wykorzystujac pewna dwuosobowa gre, ktérej ,,plansza’ jest zbidér (0,1).

Gra. Ania i Bartek graja w nastepujaca gre. Najpierw ustalili wspélnie pewien
podzbiér W odcinka (0, 1). Nastepnie Ania wybiera dowolna liczbe aq € (0, 1),
po czym Bartek wybiera b; € (a1,1). W kolejnych ruchach, ktére wykonuja

na przemian, kazdy gracz musi wybraé liczbe pomiedzy dwiema ostatnio
wybranymi, czyli a,, € (an—1,bn—1) oraz b, € (an,b,—1) dlan > 1.

Ciag (ay,) jest rosnacy i ograniczony z goéry, a wiec ma granice g € (0,1).
Jesli g € W, to wygrywa Ania, w przeciwnym przypadku — Bartek.

Strategia. Wykazemy, ze jesli zbior W jest co najwyzej przeliczalny, to Bartek
ma strategie wygrywajaca. Dla W = () na pewno g ¢ W, wiec Bartek wygra.
Dla W # () ustawmy elementy zbioru W w nieskoficzony ciag w1, we, ws, . . .
(jesli W jest skoficzony, powtarzamy ostatni element). Niech Bartek dla

kazdego n wybiera b,, = w,, o ile jest to zgodne z zasadami gry, a w przeciwnym
przypadku niech wybiera dowolne dozwolone b,,.

W ten sposéb dla kazdego n albo w,, = b,, albo w, bylo dla Bartka niedostepne,
czyli w, < an lub w, > b,—1 > b,. Wobec tego dla zadnego n liczba w,,

nie nalezy do przedziatu (a,, b, ). Stad zadna z liczb w,, nie jest réwna g,

czyli g ¢ W. Opisana strategia faktycznie jest wiec dla Bartka wygrywajaca.

Morat. Oczywiscie je$li W = (0, 1), gre wygrywa Ania niezaleznie od przebiegu
rozgrywki. Wobec powyzszego oznacza to, ze zbiér (0, 1) nie jest przeliczalny.

Dalsze wnioski z tej gry: http://people.math.gatech.edu/ mbaker/pdf/realgame.pdf.

W deltoidzie 7/2013 wykazalidmy tez, ze liczby wymierne tworza zbiér
przeliczalny. Zajmiemy sie teraz przykrywaniem ich kolorowymi odcinkami.

Zamalujemy calg prosta... Dana jest liczba r > 0. Dla kazdej liczby wymiernej
zamalujmy wszystkie punkty z osi liczb rzeczywistych odlegle od niej o mniej niz r
(rys. 1). Czy niezaleznie od wyboru r, pomalujemy w ten sposéb cala prosta?

Okazuje sie, ze tak. Aby upewnic¢ sie, ze liczba rzeczywista x zostanie
zamalowana, rozwazmy odcinek (z — r, z + r). Nalezy do niego pewna liczba
wymierna q. Odlegloéé¢ = od ¢ jest mniejsza niz r, zatem x zostanie zamalowany,
gdy malowaé bedziemy otoczenie punktu ¢ o promieniu r.

. a moze niekoniecznie cala? Dla kazdej liczby wymiernej g zamalujmy
wszystkie punkty z osi liczb rzeczywistych odlegle od niej o mniej niz pewna zalezna
od q dodatnia wielko$¢ rq. Czy niezaleznie od wyboru r, pomalujemy cata prosta?

Okazuje sie, ze niekoniecznie! Dla kazdej liczby wymiernej g ustalmy 7, réwne
polowie odleglosci pomiedzy ¢ a liczba /2 (rys. 2). Wéwezas liczba V/2 nie zostanie
zamalowana, gdyz od kazdej liczby wymiernej g jest odlegta o wiecej niz ry.

Zamalujemy dowolnie mato! Nietrudno zmodyfikowaé powyzsze rozumowanie,
by zostawi¢ niezamalowane dwie liczby niewymierne, np. v/2 oraz v/3.
Czy mozna tak dobrac r4, by zamalowaé istotnie mniejsza cze$¢ prostej?

Ustawmy liczby wymierne w ciag ¢i1, ¢z, ¢s3, . . . 1 niech 7o, = 1/2" dla kazdej
liczby wymiernej ¢,. Wtedy dla ¢; malujemy jej otoczenie o promieniu 1/2,
a wiec odcinek o dlugosci 1, dla ga — otoczenie o promieniu 1/4, czyli odcinek
o dlugosci 1/2 ete. Laczna dlugo$é zamalowanej w ten sposdb czedci proste]
nie przekracza
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Pomalowalismy wszystkie liczby wymierne, a jednoczesnie praktycznie cata
prosta pozostala niezamalowana! Co wigcej, zamalowana cze$é prostej moze mie¢
dowolnie matg dtugos¢ — wystarczy odpowiednio zmniejszy¢ wszystkie rg,. .
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