BT,

L. .1

Rozwigzanie zadania F 856.
Swiecenie neonéwki nastapi, gdy
przyltozone napiecie wystarczy

do rozpedzania (pomigdzy zderzeniami)
znajdujacych si¢ w niej elektronéow

do energii rownej energii jonizacji
atomow. Pomiedzy zderzeniami elektron
uzyskuje energie E:

eUl
E=—,
d
gdzie | oznacza droge swobodng elektronu
(patrz zadanie 855), e tadunek elektronu,

a eU/d jest réwne natezeniu pola
elektrycznego pomiegdzy elektrodami.
Oznacza to, ze droga swobodna elektronu
powinna wynosic:

Eod

eU ~
czyli okoto 650 um. Droga swobodna jest
odwrotnie proporcjonalna do ci$nienia
gazu, a wiec w neonéwce powinno
panowad ci$nienie

p = 0,59p0 /650 ~ 0,0009py = 0,92 hPa.

W wyniku zderzen powstang takze jony
neonu — ich drogi swobodne sa jednak
kilka razy mniejsze niz elektronéw, a wiec
nie beda miedzy zderzeniami uzyskiwaty
energii wystarczajacych do zderzeniowego
jonizowania dalszych atoméw.
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Jaki jest nastepny wyraz tego ciggu?
Pawel MATEJEK™

3,7,31,211,2311, ... — jaki jest nastepny wyraz tego ciagu? Jaki$ czas temu taka
zagadka pojawila sie na jednej z polskich rozrywkowych stron internetowych.
Niemal od razu w komentarzach pod nig rozpoczal sie spér o poprawne,
prawdziwe rozwiazanie. Czytelnik zapewne zechce podja¢ wyzwanie
samodzielnego odnalezienia nastepnego elementu ciagu i jego ogdlnej reguly.
Zatem zatrzymajmy sie tu i pozwolmy sobie na chwile namystu; w dalszej czesci
tekstu pojawi sie rozwiazanie (autorowi niniejszego tekstu zajeto kilka dtuzszych
chwil znalezienie formuly).

Autor myslal tak: wszystkie te liczby sa nieparzyste, a nawet pierwsze;
poczatkowe dwie sa jednocyfrowe, nastepne maja jedynke jako cyfre jednosci.

Z braku lepszych pomystéw odejmijmy 1 od kazdej z tych liczb — otrzymamy
wtedy: 2,6, 30,210,2310. Latwo mozna zauwazy¢, ze 6 =2 -3, 30 =6 - 5,

210 = 30 - 7 i szybko sprawdzié, ze 2310 = 210 - 11. Czyli zaczynamy od 2,
mnozymy przez 3, potem wynik mnozymy przez 5, kolejny wynik mnozymy
przez 7, a ten z kolej przez. .. nie, nie przez 9. Przez 11. Czemu nie przez 97
Widaé nie chodzi o kolejne liczby nieparzyste. Wiec moze kolejne liczby pierwsze?
Jak dotad, iloczyny budowali$émy z kolejnych liczb pierwszych: 2,3,5,7, 11, wiec
pewnie to o to tu chodzi. Kolejng liczba pierwsza jest 13, zatem Czytelnik
Sprawny szybko obliczy w pamieci (a mniej sprawny za pomoca kalkulatora, jak
to 1 autor uczynit), ze 2310 - 13 = 30030. Teraz trzeba jeszcze tylko dodaé do tego
jedynke i mamy rozwigzanie zagadki: nastepng liczba jest 30031, za$ n-ty wyraz
ciagu powstaje przez dodanie jedynki do iloczynu n kolejnych liczb pierwszych.

Po uzyskaniu powyzszego wyniku zadowolony z siebie autor (niechaj Czytelnik
Przezorny zawsze strzeze si¢ nadmiernego zadowolenia z siebie — niewiele jest
rzeczy réwnie pewnie wiodacych do zguby!) postanowil skonfrontowaé swoje
rozumowanie z tymi przedstawionymi w komentarzach. Byl wiecej niz zdziwiony,
gdy zobaczyl odpowiedz: 509 — i to bez stowa wyjasnienia. C6z wiec pozostato
uczynié, jak nie zwrocié sie po pomoc do madrzejszych od siebie? Wolfram Alpha
rzeczywiscie podaje 509 jako kolejny prawdopodobny wyraz podanego ciagu,

z wyjasnieniem odsylajac do The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
Tam mozemy przeczytac, ze n-ty element badanego ciagu to najwigkszy dzielnik
pierwszy iloczynu n kolejnych liczb pierwszych powiekszonego o jeden, a dalej, ze
pomyst tego ciagu wywodzi sie z dowodu Euklidesa, iz istnieje nieskoniczenie
wiele liczb pierwszych. Zamiast si¢ wyjasnié¢, sprawa stata sie jeszcze bardziej
zagmatwana. Co do rzeczy ma Euklides? Przypomnijmy moze twierdzenie

i dowdd (méwiac $cidlej, wspdlezesna interpretacje tego dowodu), ktére zamiedeit
w swoich Flementach.

Twierdzenie. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdd (Euklidesa). Swéj dowod Euklides przeprowadzil metoda reductio

ad absurdum. Podazajac tropem jego my$li, zat6zmy, ze istnieje skonczenie
wiele liczb pierwszych. Oznaczmy je w kolejnosci rosnacej jako: p1,pa, ..., Pn.
Zdefiniujmy liczbe A = p; - pa - ... p, + 1. Nie dzieli si¢ ona przez zadng z liczb
pierwszych p1,pa, ..., pn, bo reszta z dzielenia zawsze wynosi 1, nie jest wiec
zlozona. Jest tez wieksza od kazdej z liczb p;, nie jest wiec takze pierwsza. Ale
przeciez kazda liczba naturalna (wigksza od 1) jest albo pierwsza, albo zlozona,
z definicji pierwszosci. Otrzymana sprzeczno$é¢ pokazuje, ze poczynione przez
nas zalozenie bylo falszywe, a wiec, ze jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

Czytajac powyzszy dowdd nie do$¢ uwaznie, mozna by w pierwszej chwili
pomysleé, ze skonstruowana w powyzszym dowodzie liczba A jest kolejng liczba
pierwsza, ktérag mozna réwnie dobrze oznaczyé jako ppy1. Otéz A nie musi byé
kolejna liczba pierwsza, moga istnie¢ inne liczby pierwsze wieksze niz kazda z p;,
ale mniejsze niz A. W istocie A nie musi by¢ w ogodle liczba pierwsza — moze
by¢ iloczynem kilku liczb pierwszych wigkszych niz liczby p;. Obrazuja to

dwa przyklady.
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Rozwigzanie zadania M 1421.
Udowodnimy indukcyjnie wzgledem n, ze
dla kazdego 1 < k < n jest prawdziwa
nieréwnosé z tezy zadania. Dla n =1

mamy
1 n 1 9 <
= e.
0 1

Zaktadajac prawdziwosé tezy dla n,
udowodnimy ja dla n + 1. Poniewaz

("’;1) = (j) + (JZJ dla j > 1 oraz

("’;1) = (’;) dla j = 0, otrzymujemy
dla bk <n+1
K k k—1
Z <n,+1> 72 <n> +Z (n)
J J i)
j=0 j=0 j=0

Dla k =n + 1 ten wzér jest réwniez

; Al s n
prawdziwy, jesli przyjmiemy (,”Jrl) =0.

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego,
dostajemy
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oraz n® + knF~1! < (n+ 1)1"'.,
otrzymujemy
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Przyktad 1. Zalézmy, ze jest tylko piec¢ liczb pierwszych: 2,3,5,7,11. Wtedy
konstruujemy liczbe A =2-3-5-7-11 4 1 = 2311. Liczba ta nie dzieli si¢ przez
zadng z wybranych liczb pierwszych. W istocie nie dzieli si¢ przez zadna liczbe
mniejsza od siebie (nie liczac jedynki), zatem jest to liczba pierwsza, jednak inna
niz te z poczynionego zalozenia — sprzecznos¢. Przy czym istnieja tez inne,
mniejsze liczby pierwsze, np. 13.

Przyktad 2. Zalézmy, ze jest tylko szeé¢ liczb pierwszych: 2,3,5,7,11,13.
Wtedy konstruujemy liczbe A =2-3-5-7-11-13+ 1 = 30031. Liczba ta
nie dzieli sie przez zadng z wybranych liczb pierwszych. Ale okazuje sie, ze
30031 = 59 - 509, przy czym tak 59, jak i 509 sa pierwsze, choé nie zostaty
wymienione w zalozeniu. Znéw sprzecznosé.

A wigc to o to w tym wszystkim chodzito — o ilustracje powyzszego dowodu,

w szczegdlnodcei niuansu zilustrowanego przyktadami. Teraz juz wiadomo, jak i
dlaczego badany ciag zostal okreélony. No dobrze, czy w takim razie 30031 jest
zla odpowiedzia? Nie, odpowiedz ta jest zgodna z treécig zadania — jest to ciag
o zadanych poczatkowych elementach i prostej regule tworzenia kolejnych
wyrazow. Tyle, ze to inny ciag niz oczekiwany przez twérce zadania. Zbieznosé
poczatkowych wyrazdéw obu ciagéw wynika z faktu, ze owe wyrazy sa liczbami
pierwszymi, a wiec ich najwiekszymi dzielnikami pierwszymi sg one same.
Dopiero nastepny iloczyn, 30031, czy tez jego najwiekszy dzielnik pierwszy, 509,
ujawniaja réznice. Gdyby w zagadce podano o jedng liczbe wiecej, byloby jasne,
o ktory ciag chodzi: ciag 3,7,31,211,2311,30031 bedzie kontynuowany przez
510528, za$ ciag 3,7,31,211,2311, 509 przez 277.

Wtasnie ta niejednoznaczno$¢ wywotata burzliwa dyskusje, zreszta zupelnie
niepotrzebna. Dla matematyka jest oczywiste, ze gdy w zadaniu nalezy znalezé
obiekt o pewnych wlasnosciach okreslonych w tresci zadania, to prébuje znalezé
wszystkie obiekty spelniajace zadane warunki. Na przyktad, kiedy szuka
rozwigzan réwnania r? — z = 0, nie zadowala si¢ sama jedynka, czy tez samym
zerem — jako rozwiazania podaje obie te liczby. Problem lezy raczej po stronie
samych zagadek pt. jaka jest nastepna liczba?. Jezeli podamy kilka liczb,
mozemy dobraé¢ do nich nieprzeliczalnie wiele nieskonczonych ciagéw, ktérych
poczatkowe wyrazy beda takie, jak te podane, np. 3,7,31,211,2311,0,0,0,...,
albo 3,7,31,211,2311, 314, 31415,3141592, . . ., zeby juz trzymac sie

naszego ciagu.

Oczywidcie, nie o to chodzi w zagadkach, ale o to, by na podstawie podanych
poczatkowych wyrazdéw znalezé metode otrzymywania kolejnych, by znalezé
og6lny schemat. Ale nawet przy takim ograniczeniu nadal mamy nieskonczenie
wiele réznych wzoréw. Do wezléw (1,3), (2,7), (3,31), (4,211), (5,2311) mozemy
(nawet nie musimy) dolozy¢ sobie dowolne kolejne, np. (6,66), (12,2013), znalezé
jakas funkcje okreélong na calej prostej i przechodzaca przez podane punkty
(najprosciej numerycznie, za pomoca komputera), by na koniec ograniczy¢
dziedzine do argumentéw naturalnych, otrzymujac w ten sposéb ciag spetniajacy
warunki zadania, wraz ze sposobem obliczania kolejnych jego wyrazéw. Mozemy
nawet z géry zadaé nastepny element, jak w przypadku wezla (6,66) — to wlasnie
on wygeneruje kolejny wyraz réwny 66.

I tu wlasnie lezy sedno: Scisle poprawna odpowiedZ musialaby zawiera¢ wszystkie
ciagi rozpoczynajace si¢ zadanymi liczbami, a zagadka, jako lamiglowka,
powinna mie¢ jedna, stosunkowo tatwa do znalezienia odpowiedz. Rzecz jasna, jej
znalezienie wcale nie musi by¢ tatwe, ale rozwigzania nie powinny wymagac
zaawansowanych studiéw (w kazdym razie tak autor postrzega zagadki i chyba
nie jest w tym odosobniony). Stad niejawne zalozenie jednoznacznosci. Czy
nonsensowne? Raczej nie, cho¢ wymaga ostroznoéci przy takim konstruowaniu
zagadek, by oczekiwane rozwiazanie byto naturalne i wyraznie tatwiejsze

do znalezienia niz pozostale, nienaturalne i nieoczekiwane. Ta naturalnosé
wymaga pewnej intuicji i wyczucia przy tworzeniu zagadek. Czy w takim razie
opisana zagadka jest zta? Chyba nie, skoro sktonila do przemyélenn co najmniej
jedna osobe (autora), czego efektem jest niniejszy tekst.
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