Kacik powstal na podstawie wpisu na
blogu autora:
http://fajnezadania.wordpress.com.
Blog zawiera opisy rozwigzan ciekawych
i czgsto nielatwych zadan ,z algorytmiki
i okolic”.

Przyktadowo 2,2,3,1 < 1,4,2,5,2, gdyz 3
(najmniejsza liczba wystepujaca rézng
liczbe razy w tych fragmentach)
wystepuje czeSciej w pierwszym z nich.

Z kolei fragmenty 1,3,3,2,112,3,1,3,1
sa dla nas takie same.
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Rozwigzanie zadania M 1420.
Rozwazmy tréjkat ABC o wysokosci
opuszczonej z wierzchotka C' dlugosci h.
Oznaczmy dlugosci wysokosci
opuszczonych z wierzchotkéw B i C
odpowiednio przez hg i hc, a jego pole
przez S. Wiemy, ze

25 £ .
- — -sin C,
hp ha

25 = AC - BC -sinC =

skad

hahg = 2SsinC.
Poniewaz pole tréjkata S = % -AB - h
jest ustalone, to iloczyn hahpgh jest
maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy
sin C' ma maksymalng warto$c¢.
Oczywiscie, kat C' ma maksymalng
warto$é (oznaczmy ja przez Ymax), gdy C
jest wierzchotkiem tréjkata
réwnoramiennego o podstawie AB. Jesli
h > 4B t0 ymax < 90°, wiec
rozwigzaniem jest tréjkat réwnoramienny
o podstawie AB i wysokosci h.

Jesli natomiast h < 475, t0 Ymax = 90°,
wiec rozwigzaniem jest tréjkat
prostokatny o przeciwprostokatnej AB
(dla ktérego sin C' = 1).

Informatyczny kacik olimpijski (72): Multizbiory

W tym kaciku proponuje zadanie polecane przez mojego korespondenta

w Jekaterynburgu, mieécie znanym réwniez z turnieju Ural Sport Programming
Championship, ktérego zesztoroczng atrakcja byl bezwzgledny pojedynek pieciu
najlepszych druzyn z Rosji z piecioma najlepszymi druzynami z Chin. Popatrzmy
na zadanie, ktérego nie udalto sie rozwiazaé zadnej z nich!

Mamy dany ciag liczb S, .55, ..., S,. Rozwazamy jego wszystkie spéjne podciagi,
czyli fragmenty postaci S;, Siy1,...,95;, ktére sortujemy w doéé¢ dziwny sposéb.
Mianowicie, aby poréwna¢ dwa fragmenty X i Y, szukamy najmniejszej liczby a,
ktéra wystepuje rézna liczbe razy w X i Y. Fragment X jest mniejszy niz Y

(co zapisujemy jako X < Y) dokladnie wtedy, gdy owa liczba a wystepuje

wiecej razy w X niz w Y. Jesli takiej liczby nie ma, to fragmenty sa dla nas
takie same; innymi stowy poréwnujemy multizbiory liczb wystepujace w obu
fragmentach. Naszym zadaniem jest wyznaczenie multizbioru, ktory jest
generowany przez k-ty fragment w tym dziwnym porzadku.

Pewnie warto przez chwile zwatpié, czy ten porzadek jest faktycznie porzadkiem,
czyliczy X <Y < Z implikuje, ze X < Z. W przeciwnym przypadku ciezko bytoby
bowiem méwié¢ o sortowaniu. Na szczeScie, okazuje sie, ze tak jest w istocie (< jest
w rzeczywistosci porzadkiem leksykograficznym na fragmentach potraktowanych
jako multizbiory). Ograniczenia podane w tresci to n < 150000 i k < @,
czyli wygenerowanie i posortowanie wszystkich fragmentow nie jest najlepszym

z mozliwych pomystéow. Ba, problematyczne bytoby juz nawet samo wygenerowanie
fragmentow, nie méwiac o tym, ze porownanie dwdch fragmentéw wydaje

sie wymagaé czasu proporcjonalnego do ich dtugosci. Zaczyna si¢ robi¢ ciekawie!

Co prawda, interesuje nas wyznaczenie k-tego fragmentu, ale moze wypadatoby
urealni¢ oczekiwania i zaczaé¢ od préby skonstruowania efektywnego sposobu
zliczania fragmentow, ktére sa Scisle mniejsze od danego? Jest to dosé
standardowe podejscie: zamiast rozwiazywacé problem ,znajdz najmniejsze dobre
rozwiazanie”, zajmujemy si¢ problemem ,sprawdz, czy dane rozwiazanie jest
dobre”. Potem zwykle wystarczy tylko zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne, cho¢
w naszym przypadku sytuacja okaze sie odrobine bardziej skomplikowana.

Majac dany fragment X, chcemy zliczy¢ fragmenty Y = S;, Sit1,..., 55,

dla ktorych Y < X. Do$¢ naturalne jest ustalenie i i przyjrzenie sie wszystkim j,
ktére spetniaja zadany warunek. Po chwili namystu mozna dostrzec, ze dodajac
kolejne elementy, mozemy tylko zmniejszy¢ a, ktére ma wiecej wystapien, zatem
SiySit1, -, Sj41 =2 55,841, ..., ;. Wynika stad, ze j spelniajace warunek
tworza sp6jny przedzial [f;, n]. Ale jak wyznaczyé to f;? Pewnie moglibySmy
zaczat od f; =1 i zwigkszac je o jeden, dopéki X = S;, Siy1,...,Sy,. Brzmi

to calkiem rozsadnie, cho¢ pojawiaja sie co najmniej dwa problemy. Przede
wszystkim potrzebujemy efektywnej metody na sprawdzanie, czy aktualne f;
nalezy zwiekszy¢ o jeden. Jest to jednak dos¢ latwe: trzeba tylko skonstruowac
strukture danych, ktéra umozliwi nam przechowywanie dla kazdego a réznicy
miedzy liczba jego wystapien w X i liczba jego wystapien w aktualnym fragmencie
S, Six1,...,95f,, oraz znajdowanie najmniejszego a, dla ktérego ta réznica

nie jest zerem. Musi réwniez umozliwiaé dodawanie nowych elementéw S; (co
wiaze sie ze zmniejszaniem odpowiadajacych im r6znic). Taka struktura moze byé
zwykte drzewo licznikowe, ktére umozliwia wykonywanie zaréwno aktualizacji,
jak i pytan w czasie O(logn). Dysponujac takim narzedziem, bedziemy w stanie
wyznaczy¢ kazde f; w czasie O(nlogn). Niby fajnie, ale w tym momencie
pojawia sie drugi problem: przeciez mamy az n réznych f;, ktére wypadaloby
znalezé! Na szcze$cie mozna zauwazyé, ze fir1 > fi, czyli dla kolejnego i mozemy
zaczac od fiy1 = f;. Jest to o tyle wygodne, ze wspomniane przed chwila drzewo
licznikowe bez wiekszych probleméw pozwala takze na zwigkszenie i o jeden (czyli
na usuniecie S; z aktualnego fragmentu). Zatem dla kolejnych ¢ zwigkszamy f;

o jeden tak dlugo, jak aktualny fragment jest nie mniejszy niz X, a nastepnie
usuwamy S; ze struktury. Poniewaz f; < n, wykonamy nie wiecej niz 3n operacji
na drzewie licznikowym, co daje sumaryczny czas O(nlogn). Fantastycznie.
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Rozwigzanie zadania F 855.
Poniewaz masa elektronu jest okoto

40 tysiecy razy mniejsza od masy atomu
neonu, to w warunkach réwnowagi
termodynamicznej porusza si¢ on okoto
200 razy szybciej niz atomy neonu, ktore
wobec tego mozna w przyblizeniu uznaé
za nieruchome. Elektron ,trafi” w atom,
jesli ten znajdzie si¢ w odlegltosci

nie wigkszej niz r od toru ruchu
elektronu. Srednio nastapi to, gdy

w objetosci w2l bedzie znajdowal sie
jeden atom. Oznacza to warunek

N
vfr'r lo=1,

gdzie N jest liczbg atoméw,
a V objetoscig naczynia. Dla gazu
w warunkach normalnych mamy

N Po

14 kTo’
gdzie k jest stala Boltzmanna.
Ostatecznie:

kTo

lo=—5—,
mr2pg

czyli lp &~ 0,59 pm.

Umiemy wiec obliczy¢, ile fragmentéw jest mniejszych od danego X. Uzywajac
bardzo podobnej metody, mozna tez zliczy¢ fragmenty, ktére sa rowne X. O ile
wiec tylko kto$ podrzucitby nam fragment X, umieliby$my sprawdzi¢, czy
faktycznie jest on k-tym w naszym porzadku (jesli mamy ¢ fragmentéw, ktére sa
mniejsze od X, i e takich, ktore sa réwne X, wystarczy sprawdzi¢ czy

£ < k < £+ e). Niestety, nie mamy co liczyé na zadna zyczliwa podpowiedz.

Sprobujemy zastosowaé strategie przypominajaca wyszukiwanie binarne.

Na dobry poczatek mozemy stwierdzi¢, ze szukany fragment na pewno znajduje
sie (w zdefiniowanym wyzej porzadku) miedzy Si,Ss,...,5, a (dowolnym)
pustym fragmentem. Zalézmy wiec, ze wiemy juz, iz szukany X lezy miedzy
fragmentami A a B. Co dalej? Przydalby nam si¢ fragment M, ktéry lezy mniej
wiecej w polowie drogi miedzy A a B. Majac M, moglibySmy szybko zliczyé¢
fragmenty, ktore sa od niego mniejsze, poréwnac te liczbe z k i w zaleznosci

od wyniku zastapi¢ A lub B przez M (lub stwierdzié, ze wlasnie M jest szukanym
fragmentem). Dobranie si¢ do takiego M wydaje si¢ jednak do$¢ problematyczne,
gdyz zaklada, ze znamy caly porzadek na fragmentach, a przeciez tak nie jest.

Wyobrazmy sobie zbiér wszystkich fragmentéw, ktére leza (w naszym dziwnym
porzadku) miedzy A a B. Dla kazdego i prawe konce takich S;, Sit1, ..., 9,
tworza spojny przedziat j € [f£, fiA), co wiecej, uzywajac opisanej wyzej metody,
mozemy efektywnie wyznaczyé wszystkie fZ i f/ (po prostu rozwazamy
wszystkie fragmenty mniejsze niz B i odrzucamy te, ktére sa réwniez mniejsze
niz A). Mozna wiec przedstawié interesujacy nas zbiér jako sume n mniejszych
zbioréw Z1,...,Z, (kazdy z nich jest tak naprawde posortowany, choé¢ nie bedzie
to dla nas istotne). Ale co z tego?

Skoro nie wiemy, co zrobié¢, moze warto wpas¢ w panike i zrobi¢ co$ losowego.
Sprébujmy wiec wybraé losowy sposrod fragmentéw, ktore lezg miedzy A a B.
Wystarczy tylko wylosowaé jeden ze zbioréw Zi, ..., Z, (jako ze ich rozmiary
w7
a nastepnie element w zbiorze. Wylosowawszy fragment M, mozemy sprawdzic,
czy szukany fragment jest mniejszy czy wiekszy (a moze réwny) od M.

A dlaczego to dziata?

moga by¢ dos¢ rozne, to wybieramy Z; z prawdopodobienistwem

Wybierajac losowy element, mamy spora szanse, ze liczba elementéw miedzy

A a B istotnie sie zmniejszy. Najlatwiej wyobrazi¢ sobie sytuacje, korzystajac

z ponizszej ilustracji, na ktérej kolejne kropki reprezentuja elementy miedzy

A a B ulozone w kolejnosci zgodnej z naszym dziwnym porzadkiem. Powiedzmy,
ze jest ich N, a szukany element to kolorowa kropka na pozycji k. Skoro
wybieramy losowy element, to z prawdopodobienstwem % bedzie on

w $rodkowym okienku dlugosci &

5 - Tak naprawdg¢ sprawdzamy, czy wybrany
element jest na prawo czy na lewo od szukanego, i w zalezno$ci od wyniku
poréwnania pozbywamy sie elementéw na lewo lub na prawo od tego losowo
wybranego. A to jest bardzo wygodne: zawsze pozbedziemy sie przynajmniej
lewego lub prawego kawalka dlugosci %. Czyli mamy przynajmniej % szansy
na to, ze liczba elementéw miedzy A a B spadnie przynajmniej o jedna czwarta.

k

N N N

4 2 4

n2
2 2

wigcej niz, powiedzmy, 4log %5 iteracji, wydaje si¢ niewielka. Darujemy sobie

szczegblowe rachunki, wymagaja one bowiem pewnej elementarnej wiedzy

z rachunku prawdopodobienstwa: uwierzcie mi, ze oczekiwana liczba rund

to O(logn). OtrzymaliSémy wiec rozwiazanie o oczekiwanym czasie dzialania

O(n log? n), ktére w dodatku nie jest bardzo skomplikowane implementacyjnie.

Skoro zaczynamy z % kandydatami, szansa na to, ze konieczne okaze si¢ duzo
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