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Zadanie 1: Znaleźć regułę, według której skonstruowany
jest ciąg o 30 początkowych wyrazach podanych obok.

Rozwiązanie 1:

A(1) = 10, A(2) = 219, A(n + 2) = A(n + 1)2/A(n)
zaokrąglone do najbliższej liczby całkowitej. To znaczy:
zaczynamy od 10 i 219, za każdym razem wybieramy
liczbę, która z najlepszym przybliżeniem tworzy ciąg
geometryczny z poprzednimi dwiema.

Rozwiązanie 2:

Zaczynamy od 10, 219, 4796, 105030 i kontynuujemy
według wzoru

A(n+4) = −11A(n)+18A(n+1)−3A(n+2)+22A(n+3)

(rekursja liniowa 4. rzędu).

Zadanie 2: Skoro dany ciąg może być zdefiniowany na
dwa różne sposoby, to jak wykazać, że te dwie definicje
są równoważne?

Rozwiązanie:

No cóż, można obliczyć pierwszych 1000 wyrazów,
używając obu definicji, i przekonać się, że wszystko się
zgadza. Wydrukowanie tysiąca początkowych wyrazów
zajęłoby pokaźnych rozmiarów książkę. Czyż trzeba
bardziej przekonującego argumentu? Tak, trzeba.
Tylko że takiego argumentu po prostu nie ma. Obie,
bądź co bądź, bardzo proste definicje określają dwa
różne ciągi!!! Jedynie „skromny” początek obu ciągów,
składający się z 1402 wyrazów, jest taki sam. Ale według
pierwszej definicji 1403. wyraz jest równy
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Możemy założyć (dla k > 1), że k-ta
osoba w kolejce ma na bilecie numer k.
Niech Bn oznacza zdarzenie
w doświadczeniu z n osobami, w którym
n-ta osoba usiadła na swoim miejscu.
Oczywiście, P(B2) = 1/2. Udowodnimy
teraz indukcyjnie, że P(Bn) = 1/2. Niech
n ­ 3 i P(Bk) = 1/2 dla k ¬ n − 1.
Rozpatrzmy doświadczenie z n osobami
i niech Ak oznacza zdarzenie, że pierwsza
osoba wylosowała miejsce k-te.
Oczywiście, P(Ak) = 1/n dla 1 ¬ k ¬ n.
Ze wzoru na prawdopodobieństwo
całkowite mamy

P(Bn) =

n
∑

k=1

P(Bn|Ak) · P(Ak).

Zauważmy, że P(Bn|An) = 0,
P(Bn|A1) = 1 oraz dla 2 ¬ k ¬ n − 1
zachodzi P(Bn|Ak) = P(Bn−k+1) = 1/2.
Otrzymujemy więc, że

P(Bn) =
1

n

(

1 + (n − 2) ·
1

2
+ 0

)

=
1

2
.
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podczas gdy druga definicja daje 1403. wyraz o 1 większy.
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