Rekordy dltugowiecznosci i procesy Poissona
Wojciech NIEMIRO*

Czesé I: Jak czesto umiera najstarszy cztowiek na Ziemi?
Jaka jest szansa, ze bede kiedy$ najstarszym czlowiekiem na Swiecie? W Polsce?

Oczywiscie, na tak postawione pytanie matematyka nie udzieli odpowiedzi. Zbyt
wiele czynnikow ma na to wplyw. Sa wéréd nich czynniki trudne do zmierzenia:
w jakich jednostkach wyraziliby$my, powiedzmy, swéj stan zdrowia lub laske
bogéw (przeciez wybraficy bogéw umieraja mlodo)? Mozna jednak rozwazy¢

400 bardzo uproszczony model, w ktérym postawione na wstepie pytanie nabierze
matematycznego sensu. Wyobrazmy sobie $wiat sprawiedliwy, w ktérym kazdy
czlowiek w momencie urodzenia ma jednakowe prawdopodobiefistwo S(t)
przezycia ponad t lat. Nazwiemy S funkcjq przezycia. Z tego, co powiedzielismy,
wynika, ze S(0) = 11 lim;_ S(¢) = 0. Nie przesadzajmy, czy maksymalny
mozliwy czas zycia jest skoniczony, czyli czy istnieje takie tmax, 2z€ S(tmax) = 0.
To si¢ okaze nieistotne w naszych rozwazaniach. Nasze wyjsciowe zalozenia
mozemy sformulowaé w nastepujacy sposéb:

T1. Kazdy noworodek ma jednakowq funkcje przezycia S.
T2. Dlugosci zycia roznych noworodkow sq statystycznie niezalezne.

Co znaczy zaltozenie T2? Jesli rozwazymy dwdch osobnikéw, to
prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy przezyje ponad t1 lat i drugi o lat, jest
réwne S(t1)S(t2) dla dowolnej pary liczb nieujemnych ¢; i t5. Podobnie
prawdopodobienstwa sie ,,przemnazaja’ dla trzech i wiecej osobnikdw.

Potrzebny nam bedzie jeszcze opis funkcji przezycia S(t) za pomoca tak zwanej
gestosci prawdopodobienstwa. Zdarzenie polegajace na tym, ze dlugoéé zycia
pojedynczego osobnika nalezy do ,krétkiego odcinka czasu” (¢,t + h] ma

prawdopodobienstwo S(t) — S(t + h). Niech
Wykres funkcji przezycia

< ].

o(t) = Jim = (S(t) — S(t+ h)).

= Nieformalnie znaczy to, ze S(t) — S(t + h) ~ ho(t). Zeby wyrazi¢ funkcje S
. poprzez funkcje o, podzielmy przedzial (¢, 00) na krétkie odcinki dlugosci h.
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Wykres gestosci

Przechodzac do granicy z h — 0, otrzymamy dokladng réwnosé (patrz

= S0 rysunek 1).

Druga grupa zatozen méwi z grubsza tyle, ze dzieci przychodza na $wiat
caltkowicie losowo i z jednakowa intensywnoscia. W jezyku rachunku
prawdopodobienstwa ,strumien narodzin” stanowi jednorodny proces Poissona.
o o m o, Ten niezwykle ciekawy obiekt matematyczny opiszemy poprzez nastepujace

t zalozenia:
Rys. 1. Calka oznacza pole obszaru pod
k funkcji . L .
wykresem tunxcjl o, zaznaczonego na N1. Dia dowolnego momentu x prawdopodobieristwo urodzenia si¢ dziecka
dolnej czedci rysunku. Gérna czesé o ; . oo .
rysunku jest wykresem funkcji S. w krétkim” odcinku czasu (x,x + h] jest w przyblizeniu réwne Ah,
prawdopodobienstwo za$ urodzenia sie wiecej niz jednego dziecka jest tak male,

ze mozemy je zaniedbac.
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N2. Liczby noworodkow pojawiajgcych sie w rozlgeznych odcinkach czasu
sq statystycznie niezalezne.
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Niech p,(x) oznacza prawdopodobiefistwo tego, ze w przedziale czasowym
dlugosci = urodzi sie dokladnie n dzieci. Zalozenie N1 mowi, ze

1 1
lim —py(h) = A, lim — h) = 0.
lim +-p1 () im ;pn( )
Oczywiscie, z tego wynika, ze limy, g po(h) = 1. Ukryte w warunku N1 jest
zalozenie, ze liczba narodzin w okreslonym odcinku czasu zalezy tylko od
dtugosci tego odcinka. W naszym szybko zmieniajacym sie rzeczywistym Swiecie
oczywiscie tak nie jest, ale rozwazamy uproszczony model stacjonarny.

Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru wyrazajacego po(u) dla dowolnego u > 0.
Podzielmy odcinek (¢,¢ + u] na sume n krétkich odcinkéw (¢ + ih, t + (i + 1)h]
o dlugosci h = u/n. Dla kazdego z tych odcinkéw prawdopodobiefistwo
nienarodzenia si¢ dziecka jest w przyblizeniu réwne 1 — Ah = 1 — Au/n,

z zalozenia N1. Z zalozenia N2 wynika, ze

i~ (1-2)" < (o (+22)) - o)

Funkcja ,exp” w tym wzorze jest to funkcja wykladnicza, exp(x) = e*, gdzie
podstawa potegi e = 2,71828 . .. jest tak wybrana, zeby limj,_o(e” —1)/h = 1.
Nieformalnie méwiac, exp(h) ~ 1 + h dla h ,bliskiego zeru”. Te wlasnos$é
wykorzystaliémy w wyprowadzeniu wzoru na pg. Wykorzystaliémy takze dobrze
znana wlasno$é¢ przystugujaca kazdej funkcji wyktadniczej, mianowicie

eu+w = eleW,

Stwierdzenie 1. Prawdopodobieristwo tego, ze w odcinku czasu (t,t + u] nie urodzi
sie ani jedno dziecko, jest dane wzorem: po(u) = exp(—Au).

Sam ten wynik nie bedzie bezposrednio uzywany, ale dalsze rozumowania
(w nieco bardziej skomplikowanej sytuacji) beda podobne.

Przyjmijmy jeszcze jedno zalozenie.

TN. Diugosci Zycia wszystkich osobnikéw sq statystycznie niezalezne od procesu
narodzin.

Spostrzezenie, ktére pozwoli nam na rozwiazanie
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postawionego zadania, jest niezwykle proste.

Stwierdzenie 2. Zdarzenie polegajgce na tym, zZe

w L krétkim” odcinku czasu (x,x + h] narodzi sie osobnik,
ktory przezyje ponad t lat, jest w przyblizeniu rowne
ARS(t).

Rys. 2. Symulowany przebieg procesu; kolorowe kétka oznaczaja
rekordy dlugowiecznosci.

Nasz gléwny rezultat mozemy sformutowaé
/9 w nastepujacej postaci.
Twierdzenie. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego
na tym, ze pojedynczy osobnik w momencie smierci bedzie
starszy od wszystkich aktualnie zZyjacych, jest rowne
[e0] [e¢]
J o(t)exp ()\ f S(u)du) dt.
/f 0 t
Zanim podamy dowdd, zaproponujemy
pewna geometryczng interpretacje badanego procesu.
Rozwazmy uktad wspélrzednych na plaszczyznie. O$
pozioma oznaczymy literka = i bedziemy na niej
zaznaczali czas , kalendarzowy”. O§ pionowa,
oznaczona t, ,mierzy” czas zycia. Zycie osobnika, ktéry
T T T T T

urodzil sie w momencie x i przezyt ¢ lat, przedstawimy
150 200 w postaci odcinka o koncach (z,0) i (z + t,¢t).

Na rysunku 2 widzimy przykladowa realizacje
opisywanego przez nas procesu.
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Punkty na osi = (czyli momenty narodzin) stanowia, jako sie¢ rzeklo, jednorodny
proces Poissona. Proces na naszym rysunku ma intensywno$é¢ A = 0,2, co
oznacza, ze $rednio na jednostke czasu (powiedzmy, rok) przypada 0,2 narodzin.
Wspblrzedne pionowe punktéw stanowia, w jezyku statystyki matematycznej,
prébke z rozkladu prawdopodobieristwa dlugosci zycia, opisanego funkcja S(t).

W naszym przykladzie jest to funkcja przedstawiona na rysunku 1.
z—t—ih
Sformutujemy nastepujacy wynik pomocniczy.

Lemat. Jesli pewien osobnik umrze w wieku t lat, to prawdopodobienstwo tego, Ze
= (@.1) w momencie §mierci bedzie starszy od wszystkich aktualnie Zyjgcych, jest rowne

,:/’;;ﬁfijy exp (—ATS(u)du).

Dowdd. Najpierw opiszmy interesujace nas zdarzenie losowe geometrycznie.
Smieré osobnika, o ktérym mowa, jest reprezentowana przez punkt (z,t).
W chwili z ten osobnik jest najstarszy ze wszystkich wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zdarzy si¢ $mieré¢ opisana takim punktem (2/,t'), ze 2’ >z it/ >t + (2’ — ).

z‘ Innymi stowy, mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w obszarze D,

Rys. 3. Obszar D podzielony na paski. zaznaczonym na rysunku 3, nie ma ,punktéw Smierci”.

Podzielmy obszar D na ,waskie paski” wysokosci h, tak jak pokazano na
rysunku 3. Powiemy, ze podstawy paskéw sa to (pionowe) odcinki pomiedzy
punktami (x,t), (z,t +h),..., (z,t +ih), (z,t + (i + 1)h),.... Zajmiemy si¢ blize]
stypowym paskiem” numer ¢ o podstawie (z,t + ih), (z,t + (i + 1)h). Zgodnie ze
Stwierdzeniem 2 w tym pasku z prawdopodobienstwem bliskim AhS(t + ih) lezy
jeden ,punkt $mierci”. Prawdopodobienstwo tego, ze w tym pasku leza dwa
punkty lub wiecej jest tak male, ze mozemy je zaniedbaé¢. Stad wynika, ze
prawdopodobienstwo braku punktow w pasku rozsadnie przybliza liczba

1 — AhS(t + ih). Rzecz jasna, brakuje punktéw w calym obszarze D, gdy

w kazdym pasku brak punktéw. Z Zatozen T2, N2 i TN wnioskujemy, ze
obliczane przez nas prawdopodobienstwo jest iloczynem odpowiednich
prawdopodobieﬁstw dla paskéw a wiec w przyblizeniu

0]
H 1 — MhS(t + ih)) Hexp —~A\hS(t +ih)) = exp<—AZ hS(t + ih)) ~
=0

i=0
[e¢]

~ exp <f/\ J S(t+ u)du> .
0

To jest wyrazenie, ktore chcieliSmy otrzymaé. WykorzystaliSmy pewne
ﬁ przyblizone réwnosci, ktére staja sie coraz doktadniejsze, jesli h maleje do zera.
' Przyjmijmy, z przymruzeniem oka, ze ,wykazaliSmy slusznoé¢ lematu”.

Rozwigzanie zadania M 1419.

e
Odp. Tak! W Lemacie pojawila sie funkcja, ktéra odtad bedziemy oznaczaé
Dowéd przeprowadzimy nie wprost. 0

Ustalmy trzy wektory jednostkowe

v1,v2, v3 1 zalézmy, ze dla kazdego R(t) = JS(u)du

zestawu znakéw €1, €2, €3 zachodzi

t

lerv1 + eava + e;;v;;\2 < 3. . . i . .. ..
Poniewai [2]? = © - o, adzic - ozacza Dowod Twierdzenia. Najtrudniejsze juz mamy za soba. Wystarczy teraz
iloczyn skalarny, dostajemy zsumowaé prawdopodobienstwa zdarzen polegajacych na tym, ze rozpatrywana
M eiejvivg <3, osoba umarla w przedziale wieku (ih, (i + 1)h] i byla w momencie $mierci starsza
g od wszystkich innych. Korzystajac z Lematu, otrzymujemy
co przy zalozeniu o tym, ze wektory v; ©
maja dlugosé jeden, daje . . .
. D7 (S(ih) = S((i + 1)h)) exp (—AR(ih)) Z ho(ih) exp (—AR(ih)) ~
Z €i€;jviv; <0, iz iz
i#j o]
Sumujac otrzymane nieréwnoéci stronami
po wszystkich zestawach znakdéw ] g‘(t) exp (—)\R(t)) dt.
e = (€1, €2, €3), dostajemy
0
0> €LEFV V] = Vi -V, ( P € ) e, . . . . .. . 4 s e s ,
Z; R ;} 0 vs) Z ' Przejicie do granicy z h — 0 zmienia przyblizenia w doktadne réwnosci i konczy

Poniewaz ;_e;e; = 0 dla i # j, wiec dowdd twierdzenia.

otrzymujemy sprzeczno$c.

Dygresje i komentarze za miesiac.
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