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Naprawde ciekawa gra
Mariusz SKALBA®

Jak to jest zrobione?

Moéwi sie, ze gry (mniej lub bardziej) towarzyskie bywaja interesujace i ze
wplywaja pozytywnie na rozwdj intelektualny gracza. To drugie jest catkowicie
bezdyskusyjne i dodam optymistycznie, ze rozwija¢ mozna sie¢ w kazdym wieku.
Moje duze watpliwosci budzi natomiast atrybut interesujgce, ktory chyba zbyt
pochopnie przypisuje si¢ wielu grom. Osobiscie nie potrafie zachwycié sie
przebiegiem rozgrywek nawet tak szacownych gier, jak szachy czy brydz, ale, jak
wiadomo, o gustach si¢ nie dyskutuje.

Coz zatem ciekawego moze byé¢ w grze towarzyskiej jako takiej? Wedlug mnie
wylacznie matematyka, ktéra kryje sie za jej zasadami (a niekoniecznie za jej
rozgrywkal). Oto do$¢ $wiezy przyklad takiej gry — zeby nie uprawiaé
kryptoreklamy, nazwijmy ja roboczo gra X. Talia sklada si¢ z 55 kart. Na kazdej
z nich jest 8 réznych obrazkow typu: stoneczko, kot, marchewka itp. ... I teraz
rzecz najwazniejsza! Dowolne dwie karty maja doktadnie jeden obrazek wspélny.
W instrukcji zaproponowano kilka prostych gier z uzyciem takiej talii.
Najprostsza polega na tym, ze dwoch graczy, z ktorych kazdy otrzymalt
poczatkowo 27 kart, wyklada w kazdym ruchu jedna karte na stél (jedna karta
nie bierze udzialu w grze). Ten, ktéry jako pierwszy spostrzeze i nazwie wspdlny
obrazek, wygrywa ruch i pozbywa sie tej karty. Wygrywa ten, ktory wczesniej
pozbedzie sie wszystkich kart. W przypadku wiekszej liczby graczy mozliwe sa
dos$é oczywiste warianty, ktdére czynia gre jeszcze ciekawsza (7).

Ale my nie chcemy tutaj zajmowaé sie rozgrywka, lecz zadajemy pytanie
podstawowe: jak zaprojektowaé karty, aby spelniony byl warunek, ze kazde dwie
maja dokladnie jeden wspolny obrazek? O tym traktuje ten artykul. Uwazny
Czytelnik od razu zauwazy, ze na tak sformutowane pytanie odpowiedz jest
trywialna: na kazdej z 55 kart nalezy umiesci¢ stoneczko, a pozostale 7 miejsc
obsadzi¢ 55 - 7 = 385 réznymi przedmiotami! Jednak chodzi nam o co$ wiecej:
pobiezna inspekcja talii kart przekonuje nas, ze réznych obrazkéow jest okoto 50,
a nie ponad 350! Po dhuzszej grze zauwazamy ponadto, ze wspdlne obrazki

z calego katalogu obrazkéw pojawiaja sie mniej wiecej réwnomiernie (np.
stoneczko podobnie czesto jak marchewka!). To wszystko rozgrywalo sie na polu
namiotowym w Polanczyku, nad pieknym Jeziorem Solinskim. Moich kompanow
wypoczynku (wylacznie niematematykéw!) zachwycito wlasnie to:
bezkompromisowe przestrzeganie reguly w nietrywialny sposéb! Zapytali mnie
wprost: Jak to jest zrobione? Poszli plywaé¢ na deskach, a ja znowu miatem
pretekst, zeby zosta¢ w bazie windsurfingowej Malibu.

Szukatem podobnych sytuacji w roznych dzialach matematyki i doéé¢ szybko
ustalitem, ze ,dwie rézne proste przecinajg sie¢ na ogét w doktadnie jednym
punkcie”. U nas ,proste” beda kartami, a ,punkty” beda obrazkami. Odwaznie
brnatem dalej, ufajac klasykom, ktérzy w roli ,,punktow” widzieli nawet krzesta,
byle spelnialy aksjomaty! Poki co przeszkadzato mi bardzo wyttuszczone
zastrzezenie na ogoél, ktore dopuszcza, ze sg na Swiecie proste rownolegle. Ale
my nie chcemy dopuszczaé zadnych wyjatkow! Kazde dwie rézne ,proste”
powinny przecina¢ sie w dokladnie jednym ,punkcie”. Czy sa takie dziwne
geometrie? Sa i to pod reka!

Kazdy Czytelnik Delty styszal zapewne o plaszczyznie rzutowej, ale dla porzadku
przypomnijmy jej konstrukcje. Niech F bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy
najpierw zbiér tréjek elementéw (x1,x9, x3), gdzie x1, 29,23 € F

przez F3 i wprowadzmy w F3\{(0,0,0)} nastepujaca relacje R. Piszemy

(1,22, 23)R(y1, Y2, y3) wowczas, gdy istnieje a € F, a # 0, takie, ze

(z1,22,23) = a(y1, y2, ys3). Latwo sprawdzié, ze R jest relacja réwnowaznosci na
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Rozwigzanie zadania M 1417.
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Skoro tréjkaty BGF i CFE maja réwne
pola, to takze tréjkaty BGE i CBE maja
réwne pola, wigc ich wysokoéci
opuszczone na wspoélng podstawe BE sa
réwnej dlugosci, a stad BE || CG. Niech =
oznacza szukany stosunek. Z twierdzenia
Talesa dostajemy kolejno
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Zatem z2 = x + 1, skad = = +2\/5-

Wigcej o zastosowaniu geometrii
skoniczonych w projektowaniu konfiguracji
kombinatorycznych (i nie tylko!) znajdzie
Czytelnik w pieknej ksiazce: W. Lipski,
W. Marek, Analiza kombinatoryczna,
PWN, Warszawa 1986.

zbiorze F3\{(0,0,0)}. Okredlamy teraz plaszczyzne rzutowa nad cialem F jako
zbiér (F3\{(0,0,0)})/R klas abstrakcji relacji R i oznaczamy go tradycyjnie
symbolem P?(F).

Jedli, na przyktad, F = R, to mozemy rozpatrywaé¢ punkt P = [(1,2,3)]. Biorac
a = 5, mozemy ten sam punkt P zapisaé inaczej: P = [(5,10,15)]. Okreslmy
jeszcze proste w naszej geometrii. Jesli (a, b, ¢) # (0,0,0), to okreslamy prosta
Lo jako zbiér punktéw P = [(z,y, z)] spelniajacych réwnanie

ax + by +cz = 0.

Prosze zauwazy¢, ze tak okreslona przynalezno$é¢ punktu P do prostej nie zalezy
od wyboru przedstawiciela (z,y, z) z klasy abstrakcji. Jesli rozpatrzymy teraz
dwie rézne proste Lg, b,,c, 0raz Lg, b,.c,, CO 0ZNACZA, Ze nie istnieje a € F takie, iz
(a1,b1,c1) = a(az, ba, ca), to woéwczas bedzie
(blcg — bgcl, asC1 — a1027a1b2 - agbl) #* (0, 0,0).

Natychmiast sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, ze

P = [(blcg — bgCl, ascC] — aj1cCa, a1b2 — agbl)] € Eal,bl,cl N £a2’b2’c2.
Mamy wiec to, czego chcieliSmy: kazde dwie rézne proste przecinaja sie w jednym
punkcie (i tylko w jednym, co latwo sprawdzi¢)! Do rozwiazania pozostal jeszcze
jeden problem: na prostej w P?(R) jest nieskoficzenie wiele punktéw, a na karcie
gry X ma by¢ zaledwie 8 obrazkéw. Ale dla matematyka to zaden problem: ciato
R jest po prostu zbyt duze, zamiast F = R nalezy uzy¢ ciala skoniczonego F7.
Sklada sie ono z wszystkich reszt modulo 7, a zatem F; = {0, 1, 2,3, 4,5, 6}.
Dzialania tez sa okreSlone modulo 7, np.: 34+ 6 =2;3-4 =5; —1 =6; 1/4 = 2 itp.
Przekonajmy sie, ze na kazdej prostej L4, lezy dokladnie 8 punktéw. Zalézmy,
ze np. ¢ # 0. Z réwnania prostej obliczamy z = (j) x + (c) y. Mamy teraz
ogromna swobode. Za x i y mozemy podstawia¢ niezaleznie wszystkie elementy
ciala 7, omijajac tylko pare (z,y) = (0,0) (dlaczego?). Razem z wynikowym z,
obliczonym z powyzszego wzoru, otrzymamy woéwczas 72 — 1 = 48 tréjek, ktérych
klasy abstrakcji wyczerpuja cala prosta — kazdy punkt na prostej otrzymamy
jednak szesciokrotnie, a zatem L, p .| = 48/6 = 8. Podobnie obliczamy, ze
|P2(F7)| = 773%11 =49 + 7+ 1 =57. A ile jest prostych w naszej geometrii?
Z powyzszego opisu wynika, ze réwniez 57. Kazdy bowiem punkt [(a, b, ¢)]
wyznacza prosta ax + by + cz = 0 1 odwrotnie — zjawisko to nazywamy
dualno$cia i odgrywa ono wazng role w geometrii rzutowej. Co$ tu sie jednak nie
zgadza, gdyz talia sktada si¢ z 55 kart — no dobrze, nie uzyto po prostu pewnych
dwoch prostych — zapewne z powodéw eko-logicznych. Moze przynajmniej zgadza
sie liczba réznych obrazkéw (czyli punktéw) uzytych przez projektanta gry X?

Znikneli za horyzontem i szybko nie wréca. .., a wiec do roboty: ,kotek,
marchewka, stoneczko ... znowu sloneczko — juz bylo, wiec nie liczymy
powtérnie. .. diabetek.” Jeden, dwa, trzy, ..., pie¢dziesiat siedem.”— dzieki Ci
Boze za te pigkne wzgérza, jezioro i plaszczyzne rzutows P2(Fr)!

Brakujace karty

Jedli gra X jest rozrywkowym wecieleniem absolutu P2?(F7), to medytacjom

z uzyciem talii kart przeszkadza niewatpliwie jej niezupelnosé — brak dwoch kart.
Matematyk nie moze przej$¢ nad tym do porzadku dziennego — juz woli nawet
nie gra¢, niz przestaé¢ mysle¢ o dwoch brakujacych kartach. Juz stysze te
zlosliwosci pod naszym adresem: ,,Lubujecie sie w rozmyslaniach nad tym, czego
nie ma”. Na szczescie poglebiona opinia o dziatalno$ci matematykow zawiera
stwierdzenie: ,,Oni rachuja”. A wiec do roboty!

Policze najpierw, na ilu kartach wystepuje stoneczko: wyszlo, ze na 8. Tak wiec
caly pek prostych przechodzacych przez stoneczko jest nienaruszony. Podobnie
piesek wystepuje na 8 kartach, ale gorszy los spotkal kotka K — podobnie jak

13 innych przedmiotéow wystepuje na 7 kartach. Diabelek D jest niepocieszony,
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Rys. 1. Brakujace proste.

Rys. 2. Prosta KM jest w talii.
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Rys. 3. M lezy na prostej DK.

Rozwigzanie zadania F 854.

Srednia masa molowa powietrza to

0,21-32g+ 0,79 - 28 g ~ 28,8 g. Réznica

mas molowych tlenu i azotu wynosi

32g — 28 g = 4g. Molowa gestos¢ gazu

o masie molowej p maleje z wysokoscig H

g H

jak 67%, gdzie R = 8,314 ﬁ jest

stalyg gazowa, g przyspieszeniem

ziemskim, a T' temperaturag bezwzgledna.

Stosunek gestosci tlenu i azotu maleje na

wysokosci 830 m od 21/79 = 0,260 D58 do
21 .0,014/28:8
79

a wiec zawartos$¢ tlenu maleje z 21% do

20,78%.

~ 0,2624,

chociaz wyrdézniony: tylko on wystepuje na 6 kartach. Rysunek 1 ilustruje
powyzszy opis werbalny. ,Prosta” DK (przechodzaca przez diabelka i kotka) jest,
oczywiscie, jedna z brakujacych prostych. Rozwazmy teraz jeden z 13
pozostalych przedmiotéw, oprocz K, lezacych na 7 prostych — niech to bedzie
marchewka M. Mamy rozstrzygna¢ problem: czy M lezy na prostej DK, czy

tez na drugiej brakujacej?

W tym celu nalezy wyjacé z tali wszystkie 7 kart ,,przechodzacych” przez

kotka K. Jesli jest wérod nich karta zawierajaca marchewke M, to M lezy na
drugiej brakujacej prostej. Jedli natomiast zadna z tych kart nie przechodzi
przez M, to M lezy na prostej DK; inaczej méwiac, diabelek, kotek i marchewka
sg wspdlliniowe! Obie te sytuacje przedstawiono odpowiednio na rysunkach 2 i 3.
Tak samo sadowimy pozostale przedmioty lezace na 7 prostych.

Prosze zauwazy¢, ze rozwiazanie problemu brakujacych prostych nie wymagato
uzycia wspotrzednych, tzn. nie pracowaliémy z rownaniami w 7 jak

w poprzedniej czedci artykutu. KorzystaliSmy wytacznie z wlasnosci
»geometrycznych” typu: kazda prosta zawiera 8 punktéow, kazdy punkt lezy na
8 prostych itp. Te wlasnosci i wiele innych mozna wywies¢ z nastepujacych
aksjomatéw abstrakcyjnej planimetrii rzutowej:

A1l. Przez kazde dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.
A2. Kaide dwie rozne proste przechodzq przez dokladnie jeden wspolny punkt.
A3. Istniejg cztery rézne punkty, z ktorych Zadne trzy nie lezg na jednej prostej.

Wychodzac z tych aksjomatéw, mozna, na przyklad, wykazaé, ze jesli cala
plaszczyzna sklada sie ze skonczonej liczby punktéw, to ta skoniczona liczba musi
by¢ postaci m? +m + 1 oraz

e na kazdej prostej lezy m + 1 punktow,

e przez kazdy punkt przechodzi m + 1 prostych,

e wszystkich prostych jest tez m? +m + 1.

Liczbe m nazywamy rzedem skoficzonej plaszczyzny rzutowej. Plaszczyzna
P2(F;) ma rzad m = 7. Jakie liczby naturalne m sa rzedami skoficzonych
plaszczyzn rzutowych? Jezeli m = p jest liczba pierwsza, to uogélniajac
przedstawiong wyzej konstrukcje (uzywajac ciala reszt F,, zamiast szczegdlnego
ciala reszt F7), otrzymujemy plaszczyzne rzutowa rzedu p. Tego typu konstrukcja
wychodzi z ciala F i produkuje plaszczyzne P?(F). Okazuje sig, ze F, nie sa
jedynymi ciatami skonczonymi. Pelny opis sytuacji zawiera si¢ w klasycznym
twierdzeniu, ze dla kazdej liczby pierwszej p i kazdej liczby naturalnej k istnieje
dokladnie jedno ciato o liczbie elementéw p*; oznaczamy je przez F, . Zobaczmy
dla przykltadu, jak powstaje cialo Fg. Niech Fg jako zbior sktada sie z napisow
postaci a + bi, gdzie a,b € F3, natomiast i jest osobnym przedmiotem. Okreslmy
dzialania w Fy. Dodawanie i odejmowanie wykonujemy ,,po wspolrzednych”:

(a+b)®(c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a+bi)O(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.
I tak, na przyklad,

1+20)0(14+1)=2+0i, (1+2)0(1+1)=0+1, ©1+2)=2+1i
i tak dalej.

Mnozenie ® jest ciekawsze (chociaz nie dla Czytelnika, ktéry zna liczby
zespolone):

(a +bi) © (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Mozna sprawdzié, ze otrzymujemy w ten sposéb cialto, tzn. spelnione sa
wszystkie naturalne wlasnosci dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia
znane z arytmetyki liczb rzeczywistych. Czytelnik moze sie zastanowié, jak
znajdowaé elementy odwrotne do elementéw réznych od 0 + 0:. My zadowolimy
sie przykladem dzielenia:

2+1)@(1+1i)=0+14 bo (0+ 1) O (1 + 1) =2+ 1i.



ﬂ Tak wiec Fg sktada sie z 3 -3 = 9 elementéw i jest cialem — mamy wiec

' taszczyzne rzutows rzedu 9 i mozemy zaprojektowaé odpowiednia gre z 10
Rozwigzanie zadania M 1418. p Y Q K % ¢ 9 Y ProJ p L. & g”@
Na poczatku zauwazmy, ze dla obrazkami na k&ZdeJ Z (nawet) 9+ 9+ 1 =91 kart. GI’Q ,,mlnlmaln@
nieparzystej liczby x zachodzi 2 -
2* = 1(mod 16), ponicwaz otrzymamy, wychodzac z plaszczyzny rzutowej P*(Fy) — karty sa trzyol;razkowe
a* =1 = (x—1)(z+1)(z® + 1) oraz 2 — 1 { jest ich 7. Stynna hipoteza méwi, ze jedynie potegi liczb pierwszych p” sa
lub = 4 1 jest podzielne przez 4,
a pozostale czynniki sa parzyste. Ponadto
na mocy malego twierdzenia Fermata

rzedami skonczonych ptaszczyzn rzutowych.

2'% = 1(mod 17) dla z niepodzielnych Poki co najogdlniejsze twierdzenie w tym kierunku udowodnili Bruck i Ryser
przez 17. Zauwazmy jeszcze, ze (1949)
n"  —n" =n" n( ) — 1| = Jesli istnieje plaszczyzna rzutowa rzedu m oraz m daje reszte 1 lub 2 w dzieleniu
przez 4, to m jest sumq kwadratow dwdch liczb catkowitych.
wn (™ onoa)
=n"" (n —1) = . . . . .
" (" ) Wynika z tego natychmiast, Zze 6 nie jest rzedem plaszczyzny rzutowej — gry
=" (,L"” — 1) ) 7-obrazkowej nie da sie skonstruowaé. Pierwsza liczba m, ktora nie podpada pod

gdzic a = n™ ib=n"" 1, powyzsze twierdzenie, to m = 10 — uzywajac dobrych pomysltéw i bardzo mocnych
Jeli 17|n, to teza jest oczywista. Niech komputeréw (Lam, Thiel, Swiercz, 1989), wykazano, ze nie ma plaszczyzny

wiec 17fn. Jesli n jest parzyste, to n > 4 . . . . o s
i mamy 16/n™ = a, wiec n®* = 1(mod 17). rzutowej I‘ZQdu 10. Nie WladOH?lO7 czy istnieje plaszczyzna rzutowa I‘ZQdu 12.

TJI% 1;’;2::;5“3)L‘IN/,Z:t:mt;;mV zapisad Wréémy wreszcie do oryginalnej gry X. Zauwazmy przede wszystkim, ze jej

== dr i wowezas projektanci nie musieli a priori korzystac z calej tej algebraicznej konstruke;ji,
b=n""""—1=n" —1=0(mod 16), ktéra wychodzi od ciata F7. Moze zrobili to ,na piechote” i mieli bardzo duzo

skad, jak poprzednio, n" = 1(mod 17).  gyezedcia? To oczywiscie mozliwe, bo, jak wiadomo, szczedcia nigdy za duzo, ale

co daje teze.

mozna udowodnié, ze plaszczyzny rzutowe rzedéow m < 8 musza pochodzi¢ od cial
skoniczonych — tak wiec nawet jesli twércy gry nie korzystali ze wspélrzednych

w ciele F7, to faktycznie te wspolrzedne daje sie wprowadzi¢ i moze by¢ np. tak,
ze D =[(1,1,0)]. Natomiast oprécz do$é¢ dokladnie opisanej powyzej plaszczyzny
P2(FFy) istnieja jeszcze trzy inne plaszczyzny rzutowe rzedu 9, w ktérych nie da
sie wprowadzi¢ wspélrzednych z ciata Fg, a nawet wiecej: nie zachodzi w nich
twierdzenie Desarguesa, ale to juz historia na inna opowies¢.

Na zakoficzenie przepis na zrobienie sobie talii kart opartej na P?(FF3)

Arbuz | Beczka | Cytryna | Diabet | Foczka | Gruszka | Jabtko | Kotek | Lisek | Marchew | Piesek | Stonce | Tréjkat
(1,1,2) | (1,1,1) | (1,2,0) | (1,1,0) | (1,2,2) | (1,0,1) | (1,0,0) | (0,0,1) | (1,2,1) | (0,1,2) | (0,1,1) | (0,1,0) | (1,0,2)
r+y+22=0 . . . .
z+y+2z=0 . . . .
rz+2y=0 . . . .
z+y=0 . ° . .
r+2y+22=0 . . . .
z+2z=0 . . . .
z=0 . . . .
z=0 . . . .
r+2y+2=0 . . . .
y+22=0 . . . .
y+z=0 . . . .
y=0 ° ° . °
r+2z=0 . . . .

Talia pomniejszona, ale kompletna: Arbuz ma wspdélrzedne jednorodne (1, 1, 2)
oraz lezy na prostych pierwszej, trzeciej, széstej i jedenastej, gdyz liczby
1+14+2-2, 14+2-1, 1+ 2 dzielg sie przez 3. Zaréwno prostych, jak i punktéw
jest 13 =9+ 3 + 1. Na kazdej prostej leza 4 = 3 + 1 punkty, przez kazdy

z 13 punktéw przechodza 4 proste i wreszcie kazde dwie rézne proste maja
dokladnie jeden punkt wspdlny — prosze sprawdzié¢! Oczywiscie, mozliwych
czwoérek obrazkéw jest duzo wiecej (55 razy, ale to ,inne” 55) niz tych, ktére
beda na jednej karcie-prostej: juz Arbuz, Beczka i Cytryna nie znajduja sie
réwnoczeénie na zadnej karcie.
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