Przedstawiony problem jest réwniez
znany jako Chicken McNugget Theorem:
w McDonaldzie dostepne sa pudetka z 9
i 20 kawaltkami McNuggets. Jezeli
przychodzimy z grupa znajomych i kazdy
ma zjes¢ jeden kawalek McNugget, to

w iluosobowej grupie mozemy przyjsé do
McDonalda?
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Twierdzenie (Frobenius). Dane sq dwie liczby
wzglednie pierwsze p, q. Wtedy dla kazdej liczby
naturalnej n > (p — 1)(q¢ — 1) istniejg takie liczby

naturalne a 1 b, Ze n = ap + bq.

Maia aelld

Kraina dwoch monet

Wyobrazmy sobie, ze trafiliémy do dziwnego kraju, w ktérym jedynymi
dostepnymi $rodkami ptatniczymi sa monety o nominalach 5 i 9. Formy
platnosci nie rozwinety sie na tyle, zeby ptaci¢ karta lub czekiem, na domiar
zlego wybralidmy si¢ do cukierni, w ktorej kasa jest zupelnie pusta

i sprzedawca nie moze wyda¢ nam reszty. Widzimy $wieza, pyszna napoleonke
w cenie 7 zlociakéw (tutejsza waluta), jednak mimo ogromnego na nig apetytu
i paru monet w kieszeni, nie jesteSmy w stanie zaptaci¢ odpowiedniej kwoty.
Sprzedawca podpowiada, bySmy w tej niezrecznej sytuacji skusili sie na dwie
napoleonki — razem kosztowaé beda 14 ztociakdéw, ktore mozemy uiscié¢ przy
uzyciu jednej monety 5-ztociakowej i jednej 9-zlociakowej. Zgadzamy sie na to
salomonowe rozwiazanie i ze stodkosSciami w rece zaczynamy zastanawiaé sie,
jakie wlasciwie sa ceny produktéw, ktére mozemy zakupié¢? Oczywiscie

(i niestety. .. ), zalezy to przede wszystkim od posiadanej przez nas kwoty; na
potrzeby naszych rozwazan zatozymy jednak, ze wygraliémy na loterii,
wszystkie kieszenie mamy wypchane pieniedzmi i zupelnie nie musimy sie
martwié¢ tym, ze ich zabraknie.

Najtanszy produkt, ktéry mozemy zakupi¢, ma wartosé 5 ztociakéw; kolejne
dostepne nam ceny zostaly zaznaczone na rysunku 1. Po pewnym czasie
spedzonym nad kartka papieru zaczynamy podejrzewaé, ze jesteSmy w stanie
zaplaci¢ kazda kwote nie mniejsza niz 32 zlociaki. Zacheceni naszymi
sukcesami obliczeniowymi zaczeliSmy rozwazaé, jak wygladataby sytuacja,
gdyby nasze dwie monety mialy inne nominalty? Jesli w obiegu mielibysmy

3- 1 12-zlociakowki, kazda mozliwa do zaptacenia cena musialaby by¢
podzielna przez 3; nie istniatlaby zatem kwota, poczawszy od ktorej jestedmy
w stanie zaplacié¢ kazda sume pieniedzy (nazwijmy te kwote przewodnikiem).
Jesli jednak monete 12-ztociakowa zamienimy na 14-ztociakowa, pracowite
rachunki pokaza, ze mozemy zaplacié¢ kazda kwote nie mniejsza niz 26 (rys. 2).
W tym momencie uruchamia sie nasza niezawodna, matematyczna intuicja,
ktora podpowiada, ze jesli dostepne nominalty sa wzglednie pierwsze i wynosza
p i q zlociakéw, to ich przewodnik wynosi (p — 1)(g — 1). W jezyku matematyki
naszg obserwacje prezentuje nastepujace:

i zazadaé n monet 9-zlociakowych reszty. Czy ta
komfortowa dla nas sytuacja ma miejsce dla dowolnej
pary wzglednie pierwszych nominaléw? Twierdzacej
odpowiedzi dostarcza ponizszy

Zanim przedstawimy dowdd, wybierzmy sie do kiosku,
w ktérym kasa nie jest zupelnie pusta i sprzedawca bez
problemu moze wydawacé reszte. Zwréémy uwage, ze
mozemy w nim zakupi¢ nasz ulubiony miesigcznik
Delta, ktéry kosztuje 1 zlociaka — wystarczy, ze
wreczymy kioskarzowi dwie monety 5-zlociakowe, a on
odda nam jedng monete 9-zlociakowa reszty.
Whioskujemy stad, ze mozemy w tym kiosku zakupié¢
przedmiot w dowolnej cenie n zlociakow — wystarczy
wyciagnaé z kieszeni 2n monet 5-ztociakowych
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Lemat. Dane sq dwie liczby wzglednie pierwsze p, q.
Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n istniejg takie
liczby naturalne a © b, Ze n = ap — bq.

Pokazuje on, ze jesli mamy do dyspozycji mndstwo
monet p—ztociakowych, a sprzedawca ma pod reka
ogromny stos monet g—ztociakowych do wydawania
reszty, to jesteSmy w stanie kupi¢ dowolny artykut

w jego sklepie. Aby przekonaé sie o stusznoéci lematu,
rozwazmy liczby p, 2p, 3p,..., qp.
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Zauwazmy, ze pozostawiaja one rézne reszty z dzielenia
przez q — istotnie, gdyby pewne dwie z nich, powiedzmy
kpilp (k <l < q), pozostawialy te sama reszte, to ich
réznica (I — k)p bylaby podzielna przez g. Poniewaz p

i g sa wzglednie pierwsze, liczba ¢ musialaby dzieli¢

l — k; jest to jednak niemozliwe, gdyz 0 <l —k < q.
Skoro kazda z g przedstawionych na poczatku liczb
pozostawia inng reszte z dzielenia przez ¢, to
wyczerpuja one wszystkie mozliwe reszty.

Przyktad dla 5- i 9-zlociakéwki: liczby 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45
dajg rézne reszty z dzielenia przez 9 (kolejno 5, 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4, 0),

a poniewaz jest ich 9, stanowig wszystkie mozliwe reszty.

W szczegdlnosci dla pewnego k naturalnego liczba kp
pozostawia reszte 1 z dzielenia przez ¢, tzn. jest postaci
lq + 1 dla pewnego naturalnego [. Otrzymujemy zatem
1 = kp — lq, wiec przy uzyciu k monet p—ztociakowych
mozemy zakupi¢ Delte, otrzymujac [ monet
q—ztociakowych reszty. Mozemy zatem naby¢ przedmiot
o dowolnej cenie: z poprzedniej réwnosci wnioskujemy,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

n = nkp — nlq. Poniewaz nk i nl sg liczbami
naturalnymi, teza lematu zostata udowodniona. []

Wyposazeni w powyzszy rezultat, mozemy $miato
powréci¢ do cukierni z pusta kasa, czyli do problemu
Frobeniusa. Wybierzmy dowolne n > (p — 1)(¢ — 1)
i korzystajac z lematu, dobierzmy takie liczby naturalne
a ib, ze n = ap — bq. Proste rachunki doprowadzg nas
do wniosku, ze dla dowolnej liczby naturalnej m
(1) n = (a—mq)p + (mp —b)q.
Oto 6w prosty rachunek:
n = ap—bq = ap — magp +mpq — bg = (a — mq)p + (mp — b)q.
Znajdziemy takie m, ze oba wspotczynniki a — mq
i mp — b beda nieujemne, czym zakonczymy dowdd
twierdzenia. W tym celu rozwazmy najmniejsza
wielokrotnosé p, ktéra jest nie mniejsza niz b. Innymi
stowy, wybierzmy najmniejsze mozliwe m, dla ktorego
czynnik mp — b jest nieujemny, tzn. takie mg, ze
(mo—1)p—b <0< mop— b. Z ostrej nieréwnodci
w latwy sposéb wynika mop — b < p, a zatem
mop — b < p — 1. Przypusémy, ze a — moq < 0, tzn.
a —moq < —1. Wstawiajac m = mg do (1)
i korzystajac z otrzymanych nieréwnosci, mielibyémy
n = (a—mog)p + (mop—b)g < —p+(p—1)g =
=(@-1(-1) -1,
co przeczy zalozeniom twierdzenia. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi nieréwnosci a — mgq > 0, a skoro
mop — b > 0, dowdd zostal zakonczony. ]

Ponownie odwotujac sie do 5- i 9-ztociakéwek: chcemy kupié tort za

34 zlociaki. Wiemy, ze 1 =25 — 9, wigc 34 = 68 -5 —34-9.
Najmniejsza wielokrotno$é¢ 5, ktéra jest niemniejsza od 34, to 35 = 7 - 5.
Bierzemy zatem 68 — 7 - 9 = 5 monet 5-ztociakowych, 7-5 —34 =1
monete 9-ztociakowsy i tort jest nasz!

Kiedy juz mieliémy wrazenie, ze calkowicie panujemy
nad naszymi wydatkami, przez kraj przetoczyta si¢

reforma walutowa i dla utatwienia transakcji
wprowadzono trzecia monete, 7-zlociakowa. Czy ulatwi
to réwniez nasze rozwazania? Przewodnikiem dla trzech
liczb wzglednie pierwszych bedzie na pewno liczba nie
wieksza od przewodnikow wyznaczonych dla kazdej

z par liczb. Przewodnik liczb 51 7 to 24, liczb 51 9

to 32, a liczb 71 9 to 48. Posiadajac monety

5- 1 T-ztociakowe, jestedmy w stanie uzyskaé¢ wszystkie
liczby naturalne od 24, wigc dodanie 9-zlociaka do
rozwazahn na pewno nie zwigkszy nam tej liczby (nie
spowoduje, ze ktérejs wartodci nie jestedmy w stanie
uzyskac), moze ja co najwyzej zmniejszyc.

nominaly monet przewodnik
5,7,9 14
3,5, 14 8
4,5, 7 7

Tak sie tez stalo, poniewaz przewodnik liczb 5, 71 9
wynosi 14. Przewodnikéw dla innych tréjek nominatéw
przedstawia tabelka powyzej — tym razem nasza
matematyczna intuicja nie podpowiada zadnej
zaleznosci miedzy dostepnymi nominatami a wartoscig
przewodnika. Nic zreszta dziwnego — obecnie nie jest
znany ogdlny wzor na wyznaczenie wartosci
przewodnika dla trzech (lub wiecej) dowolnych liczb,
ktorych najwigkszy wspdlny dzielnik wynosi 1. Problem
pozostaje otwarty i czeka na rozwiazanie przez
glodnego wiedzy (i napoleonek!) badacza.

Deser dla troszke starszych

Przyjrzyjmy sie ponownie rysunkom 1 i 2. Zwréémy
uwage, ze w obu przypadkach liczba kwot niemozliwych
do zrealizowania stanowita polowe wartosci
przewodnika. Okazuje sie, ze jest to ogdlna
prawidtowos$¢ — dla dowolnej pary liczb wzglednie
pierwszych p, ¢ zbidr liczb, ktérych nie mozna
przedstawi¢ w postaci ap + bq dla a,b e N, ma

1

5(p —1)(qg — 1) elementéw. Aby si¢ o tym przekonac,

rozwazmy wielomian
w(z) = (L+aP + 2% + ... +2P) (1 + 29+ 2% +... +2P9)

Niech A bedzie zbiorem liczb naturalnych, nie
wiekszych od pq, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
ap + bq dla a,b € N (zakladamy 0 € N). Chwila refleksji
pozwala stwierdzié, ze wielomian w mozna przedstawic

w postaci
w(z) = Z "+ Z 2P
neA neA
Oznacza to, ze 2|A| = w(l) = (p+ 1)(¢ + 1), stad
|A| = (p+1)(¢ + 1). Z twierdzenia Frobeniusa wynika,
ze kwoty niemozliwe do zrealizowania sg mniejsze
od pgq, ich liczba wynosi zatem

(pa+ 1)~ 3o+ Dlg+1) = 20— 1)fg~ 1).
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