Informatyczny kacik olimpijski (71): Rézne stowa

W tym kaciku oméwimy zadanie Rézne stowa z Obozu Naukowo-Treningowego
im. A. Kreczmara w 2013 roku. Dane jest n stéw o dlugosci k = 5. Stowa
sktadaja sie z matych i wielkich liter alfabetu lacinskiego. Naszym zadaniem jest
stwierdzié, czy istnieje wsrdd nich para kompletnie roznych stow, czyli stéw,
ktére na odpowiadajacych sobie pozycjach majg rézne litery. Stowa u = uy ... ug
iv=wp...v; sa wiec kompletnie rozne, jesli u; # v; dla kazdego i =1,... k.
Mimo prostego sformulowania rozwigzanie zadania wymaga pewnej
pomystowosci. Przedstawimy dwa rézne podejscia do rozwiazania.
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Pierwszy pomyst bedzie opieral sie na zasadzie wlaczen-wytaczen. W pierwszym
kroku dla kazdego stowa wyznaczymy wszystkie wzorce, do ktérych ono pasuje.
Wzorcem nazywamy tutaj stowo dltugosci k, ktére oprocz liter moze zawieraé
znaki zapytania — znak zapytania zastepuje we wzorcu dowolna litere.
Przykladowo, ze stowa abcab mozna otrzymaé¢ m.in. wzorce a?c?? i 7?77b.
Zastepujac kazda mozliwa kombinacje liter w stowie znakami zapytania, dla
jednego slowa otrzymamy 2% réznych wzorcéw. Wszystkie te informacje mozemy

nastepnie polaczy¢ w jedna tabele, ktéra dla kazdego wzorca zapamieta liczbe
‘ wejsciowych stéw pasujacych do niego. Ze wzgledu na koniecznos$é posortowania

par: wzorzec-slowo zlozonosé czasowa konstrukeji takiej tabeli wyniesie

O(n2*% -log (n2*) - k) = O(nlogn - 2Fk2).

Zaopatrzeni w tabele wzorcow mozemy juz zastosowaé zasade wlaczen-wylaczen.
Dla kazdego z wejsciowych stéw chcemy wyznaczy¢ liczbe par kompletnie
roznych stow, w sklad ktérych to stowo wchodzi. Ustalmy jedno stowo

wejsciowe w i oznaczmy przez A; liczbe wejsciowych stéw, ktére zgadzaja sie ze
stowem w na i-tej pozycji (i € {1,...,k}). Woéwczas wynik dla stowa w mozemy

obliczy¢ ze wzoru:

n—|A1VAsu. . .UAL| = n—Z|Ai|+

Zauwazmy, ze skladnik |A;; n ... A; | w powyzsze]
sumie odpowiada liczbie stéw wejsciowych pasujacych do
wzorca powstalego z w poprzez zastgpienie liter na
wszystkich indeksach poza i1, ...,1%, znakami zapytania.
Liczbe takich stéw mozemy odczytaé bezposrednio

z tabeli wzorcéw. Laczny koszt drugiej fazy rozwiazania
to O(n - 2¥k), jest on zdominowany przez koszt pierwszej
fazy. Zauwazmy, ze opisane rozwiazanie pozwala nie tylko
stwierdzi¢, czy wérdéd podanych stow jest jakas para
kompletnie réznych stéw, lecz takze wyznaczy¢ liczbe
takich par.

Drugie rozwiazanie koncentruje si¢ na alfabecie, czyli na
zbiorze liter wystepujacych w stowach. W naszym
zadaniu alfabet ma A = 52 litery. Zastanéwmy sie, co by
bylo, gdybysmy mieli do czynienia z duzo mniejszym
alfabetem: alfabetem dwuliterowym. Wéwczas
mieliby$my tylko 2% réznych stéw i dla kazdego stowa
umieliby$my wskazac¢ jedyne stowo, ktére tworzyloby

z nim pare kompletnie réznych stow; bytoby to stowo
stanowiace ,negacje” pierwszego. Rozwiazanie zadania
w tym przypadku nie przedstawiatoby zadnych
trudnosci. W naszym zadaniu nie mamy do czynienia

z tak prostym przypadkiem. Sprobujemy jednak
sprowadzi¢ je do tego przypadku, wprowadzajac do
rozwigzania element losowosci.

Kazdej literze alfabetu przyporzadkujemy losowo bit 0
lub 1. Co wiecej, uczynimy to osobno dla kazdej pozycji
w stowach, przy czym losowania na poszczegdlnych
pozycjach beda niezalezne. W ten sposéb sprowadzimy
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zadanie do przypadku binarnego, lecz, niestety, utracimy
pewien zas6b informacji. Dokladniej, wiemy, ze jesli po
tym przyporzadkowaniu jakies dwa stowa sa wzajemnie
negacjami, to przed zamiana liter byly one kompletnie
rézne, jednak implikacja odwrotna nie musi zachodzic.
Zastanéwmy sie, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
dana para kompletnie réznych stow przeszla na pare stow
bedacych wzajemnie negacjami. W przypadku jednej
pozycji jest ono rowne %, gdyz taka jest szansa na to, ze
dwie ustalone rézne litery oryginalnego alfabetu
otrzymaly w losowaniu rézne bity. Poniewaz losowania
na poszczegdlnych pozycjach byly niezalezne, wiec
szukane prawdopodobiefistwo z uwzglednieniem
wszystkich pozycji jest réwne 2%

Aby zwiekszy¢ nasze szanse, mozemy cale losowanie
wielokrotnie powtérzy¢. Szansa na to, ze po wykonaniu p
préb dane dwa kompletnie rézne stowa ani razu nie okaza
sie wzajemnie negacjami, wynosi (1 — 2%)”. Jesli zatem
wykonamy p = C - 2* losowan, gdzie C' = 20,
prawdopodobienstwo porazki bedzie znikome:

c-2* 2k C
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Zlozonosé calego rozwigzania wynosi O((n + A) - 28k - C).
Za pomoca tego samego podejécia mozna bez problemu
wyznaczy¢ jakie§ m par kompletnie réznych stéw
z wejscia (lub wszystkie takie pary, jesli jest ich mniej
niz m), czego wymagalo oryginalne polecenie
omawianego zadania.
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