W poprzednim numerze zdefiniowaliSmy
operacje rank i select, ktére postuzyty
nam do zbudowania bardzo oszcz¢dnej
(uzywajacej 2n + o(n) bitéw)
reprezentacji dla n-weztowych drzew
binarnych. W drugiej czeéci artykutu
uogdélniamy naszg konstrukcje

i pokazujemy, jak zaimplementowaé
kluczowe operacje rank i select.
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Rys. 1. Przyktadowe drzewo ukorzenione
o n = 12 weztach. Dla wezla o numerze 2
mamy ojciec(2) = 1, lsyn(2) = 5,
pbrat(2) = 31 deg(2) = 2.
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Rys. 2. Jest Ty = 5 ukorzenionych,
nieetykietowanych drzew o czterech
wezlach.

Wzér T,, = C,,—1 mozna tez uzasadnié,
wskazujac bijekcje miedzy n-weztowymi
drzewami i (n — 1)-wezlowymi drzewami
binarnymi. Wystarczy zauwazy¢, ze
tablice lsyn i pbrat, potraktowane jako
tablice lsyn i psyn, tworzg drzewo
binarne, w ktérym korzen ma tylko
lewego syna.

Bardzo oszczedne drzewa (II)
Jakub RADOSZEWSKI

Drzewa dowolne. Skoro dotychczas szto nam tak dobrze, sprobujmy p6jéé za
ciosem i zaproponowaé bardzo oszczedng reprezentacje drzew juz niekoniecznie
binarnych (ale wciaz ukorzenionych). Przyklad takiego drzewa mozna znalezé na
rysunku 1. Tym razem bedziemy nawigowaé¢ po drzewie za pomoca operacji:
ojciec, lsyn oraz pbrat (ta ostatnia polega na przejéciu do najblizszego po prawej
brata danego wezla). Aby operacja pbrat miala sens, musimy tez umieé¢ dla
kazdego wezta wyznaczyé jego stopien, czyli liczbe synéw (operacja deg).
Sprébujmy ustalié, jak oszczedna reprezentacje mamy tu w ogdle szanse uzyskac.
W tym celu, podobnie jak w przypadku binarnym, musimy stwierdzi¢, ile jest
roznych drzew dowolnych o n wezltach. Zlicza¢ bedziemy drzewa
z nienumerowanymi weztami i w ktérych porzadek synéw wezta ma znaczenie.
Niech T,, oznacza liczbe takich drzew (patrz rys. 2). Jedli przez ¢ oznaczymy
liczbe wezléw w poddrzewie skrajnie lewego syna korzenia (1 <i < n —1),
otrzymamy nastepujacy wzor rekurencyjny na 7,,:
n—1
To= ), TiTn-i.
i=1
Mamy ponadto 77 = 1. Poréwnujac ten wzoér z definicja rekurencyjna liczb
Catalana, otrzymujemy, ze T,, = C),_1. Stad, podobnie jak poprzednio,
w oszczednej reprezentacji drzew dowolnych powinno nam wystarczyé 2n + o(n)
bitow.
Przy konstrukeji ciagu kodowego znéw ponumerujemy wszystkie wezly drzewa
poziomami, a w ramach pozioméw od lewej do prawej (rys. 1). Wypiszmy teraz
w jednym ciggu stopnie wszystkich wezléw — dla powyzszego przykladu bedzie to:
320301020000
Chcieliby$my, zeby taki wlasnie ciag byt naszym ciagiem kodowym. Niestety, nie
jest to mozliwe: wystepuje w nim n liczb, z ktérych kazda jest z zakresu od 0 do
n — 1, wiec reprezentacja takiego ciggu wymagataby rzedu nlogn bitéw. Aby
sobie z tym poradzi¢, zastosujemy pozornie beznadziejny manewr: zapiszemy
wszystkie stopnie unarnie, czyli kazdy stopien zamienimy na ciag jedynek
odpowiedniej dtugosci zakonczony zerem. Poniewaz suma stopni weztéw to
zaledwie n — 1, w ten sposéb uzyskamy ciag zlozony z 2n — 1 bitéw, np.:
11101100111001001100000

Ze wzgledéw technicznych wygodnie nam bedzie jeszcze dodaé do drzewa
sztuczny korzen, ktorego jedynym synem bedzie faktyczny korzen drzewa.
Odpowiada to dopisaniu na poczatku ciggu jedynki i zera:

1011101100111001001100000

Taki ciag kodowy o dlugosci 2n + 1 wraz ze struktura danych do wykonywania
operacji rank /select bedzie nasza bardzo oszczedna reprezentacja drzewa.

Sprébujmy uzasadnié, ze podana reprezentacja umozliwia efektywne
wykonywanie wszystkich potrzebnych operacji. Zauwazmy przede wszystkim, ze
w ciagu kodowym wystepuje n jedynek, ktére w naturalny sposéb odpowiadaja
weztom drzewa: wezel o numerze ¢ reprezentuje c-ta jedynka w ciagu, bedaca
zarazem odpowiednig jedynka w ciggu opisujacym stopien jego ojca. Kazdemu
weztowi, oprécz juz przydzielonego numeru czarnego, przypiszemy znéw numer
kolorowy. Bedzie to pozycja w ciagu kodowym odpowiadajacej mu jedynki.
Widaé natychmiast, ze za pomoca operacji rank oraz select mozemy bez
problemu przelicza¢ numery czarne na kolorowe i odwrotnie.

Wiedzac teraz, gdzie w ciagu kodowym znajduje sie¢ jedynka odpowiadajaca
danemu weztowi, mozemy zliczy¢ zera wystepujace wczesniej w ciagu i w ten
sposob wyznaczy¢ numer jego ojca. Prawy brat wezla bedzie ni mniej, ni wiecej
jak sasiednia jedynka w ciagu kodowym. Natomiast ciag jedynek odpowiadajacy
synom wezla mozemy zidentyfikowaé, znajdujac (¢ + 1)-sze i c-te zero w ciagu,
gdzie ¢ jest numerem czarnym tego wezlta. Z tego ciagu tatwo odzyskamy zaréwno
numer lewego syna wezta, jak i taczna liczbe jego synéw, czyli stopien wezta.

14



Rozwigzanie zadania F 853.

Swieczka gasnie po wyczerpaniu tlenu

z powietrza zawartego pod odwrécona
szklanka. Spalanie weglowodoréw
prowadzi do powstawania czasteczek COo2,
H20 i CO. Z kazdej czasteczki tlenu
powstaja wiec jedna lub dwie czgsteczki
produktéw spalania, a wiec w wyniku
spalania tlenu wzrasta liczba czasteczek
gazu. Dodatkowo wydzielone ciepto
spalania ogrzewa gaz. Oba zjawiska
prowadza do ,ucieczki” czesci gazu spod
szklanki. Gdy $wieczka zgadnie, ilos¢ gazu
juz si¢ nie zmienia, a jego stygniecie (do
temperatury otoczenia Ty) powoduje
spadek cisnienia, co dalej prowadzi do
zasysania wody z talerza. Poniewaz
wysokosé stupa wody h = 2 cm odpowiada
réznicy ci$nien réwnej jedynie okoto 0,2%
ci$nienia atmosferycznego, to z dobrym
przyblizeniem mozna przyjaé, ze gaz w
chwili zgadniecia $wieczki i po ostygnieciu
do temperatury otoczenia znajdowal sie
pod cisnieniem atmosferycznym. Masa
gazu podczas stygnigcia nie zmienia sie,

a wigc stosunek temperatur réwny jest
stosunkowi objetosci — dla szklanki

w ksztalcie walca réwnego stosunkowi
wysokosci czesci wypelnionych gazem

Ty H 10

Ty, H-h 8
Otrzymujemy zatem T} &~ 369 K.

Podobng do opisanej sztuczke

z zapamietywaniem wszystkich mozliwych
wynikéw mozna znalezé w artykule
Problem RMQ w Delcie 11/2007.

Dopracowanie szczegdléw implementacji operacji pozostawiamy Czytelnikowi,
ktéry, wyposazony w strukture danych rank/select, wykona to bez wiekszego
trudu.

Implementacja operacji rank i select. Przyszta pora, aby uzupetnié
powyzsze rozwazania opisem implementacji pomocniczej struktury danych.
Zajmijmy sie najpierw operacja rank. Zauwazmy, ze wystarczy umieé
odpowiadaé na zapytania dla ¢ = 1, gdyz rank(k) = k — rank, (k).

Nasz ciag bitow b podzielimy na bloki: najpierw na duze bloki o dlugosci

[ =log?n, a w drugiej kolejnoéci na male bloki o dlugosci s = %log n.

W zapisach tych logn oznacza cze$¢ catkowity logarytmu o podstawie dwdjkowej
z n. Zakladamy dla uproszczenia, ze s jest calkowite. Bloki w podziale sa
roztaczne i sktadaja sie z kolejnych elementow ciggu. Ponadto, jesli ostatni blok
okaze sie krétszy, uzupelniamy go sztucznymi zerami az do pelnej dlugosci.
Zauwazmy, ze | jest calkowita wielokrotnoscig s i mate bloki stanowia
,podpodzial” duzych blokéw. Bloki kazdego typu numerujemy od jedynki.

Dla kazdego duzego bloku w tablicy Rj zapamietamy laczna liczbe jedynek
w ciagu znajdujacych sie przed poczatkiem tego bloku. Elementy tablicy Ry sa
mniejsze niz n, wiec sa liczbami ztozonymi z co najwyzej logn + 1 bitéw. Laczny
rozmiar tej tablicy jest zatem rzedu:

n

n n
1 = —1 =0 —|.
l oen log®n oen <logn>
Dalej, dla kazdego matego bloku w podobnej tablicy Rg zapamietamy liczbe

jedynek znajdujacych sie przed poczatkiem tego bloku, ale w ramach duzego
bloku zawierajacego rozwazany maly blok. Tablica Rg ma n/s elementéw, jednak
kazdy jej element jest mniejszy niz [. Tablica ma wiec rozmiar rzedu:

2 log1
i log (log”n) = O (n %8 0gn> .
logn logn

ﬁ10gl=
s

Obie tablice zajmuja zatem o(n) bitéw.

FLatwo dostrzec, w jaki sposéb mozemy uzy¢ podanych tablic do odpowiedzi na
zapytanie rank,. Widaé tez, ze potrzebujemy do tego jeszcze jednej informacji:
o liczbie jedynek znajdujacych sie przed danym bitem w ramach jego malego
bloku. W tym miejscu wykorzystamy wlasno$é, ze réznych co do wartosci
matych blokéw nie ma zbyt wiele. Dokladniej, jest tylko 2% = 21°8™/2 = O(y/n)
takich blokéw i mozemy je w naturalny sposéb ponumerowaé kolejnymi liczbami
naturalnymi — numerem bloku bedzie liczba binarna zawarta w tym bloku. Teraz
mozemy dla kazdego z malych blokéw wyznaczy¢ zawczasu wszystkie wyniki.
W tablicy Tp dla danego numeru malego bloku i dla kazdego indeksu w ramach
matego bloku zapamietamy liczbe jedynek na pozycjach poprzedzajacych ten
indeks (wraz z tym indeksem). Tablica ta bedzie miala O(4/ns) elementéw,
kazdy nie wiekszy niz s, czyli jej taczny rozmiar to:

O(+/nslogs) = O(v/nlognloglogn).

Ostatecznie wszystkie przechowywane tablice maja rozmiar o(n) i pozwalaja
odpowiedzie¢ na zapytanie rank nastepujaco:
rank1(k) = R [[k/l]] + Rs [[k/s]] +

+ Rp[id,bloku(b[k/S],Sle, ceey b[k/s])][(k — 1) mod s + 1].
Odpowiedz na zapytanie uzyskujemy wiec w czasie stalym, przy zatozeniu, ze
standardowe operacje arytmetyczne i bitowe na liczbach nie wigkszych niz n
dzialajag w czasie stalym. W tym celu wystarczy ciag b reprezentowaé¢ w tablicy
liczb calkowitych odpowiadajacych paczkom kolejnych bitéw ciagu (jeszcze
tatwiej sobie wyobrazi¢, ze w tablicy pamietamy po prostu kolejne identyfikatory
malych blokéw).

7 operacjy select mozna poradzié¢ sobie podobnie, jednak jest to duzo bardziej
skomplikowane technicznie. Tym razem bloki nie sg statej dtugosci, lecz
wszystkie zawieraja te sama liczbe jedynek. Ponadto sa tu potrzebne trzy
poziomy podziatu na bloki — doktadny opis pomijamy. Natomiast Czytelnika
Zainteresowanego pozostawiamy z nastepujacym pytaniem: dlaczego nie dalo sie
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Pitka w puszce

e

Rys. 3

rozwigzaé problemu zapytan rank, uzywajac tylko jednego rozmiaru blokéw —
powiedzmy, % logn?

Citius, altius, fortius. W tym artykule opisaliSmy bardzo oszczedne
reprezentacje drzew binarnych i dowolnych pozwalajace efektywnie realizowaé
podstawowe operacje zwiazane z nawigacja po drzewie. Za pomoca bardziej
zaawansowanych narzedzi zaprojektowano inne bardzo oszczedne reprezentacje
drzew (bazujace na wyrazeniach nawiasowych réwnowaznych drzewom), ktére
pozwalaja wykonywaé cate mnostwo operacji: wyznaczanie rozmiaréw poddrzew,
wysokosci i glebokosci weztdéw, znajdowanie najnizszych wspélnych przodkdw
(LCA) par wezléw i przodkéw wezléw na okreslonej glebokosci, zliczanie lisci
w poddrzewach itd. Co wiecej, z podanych tutaj pomystéw rozwinela si¢ cata
dziedzina badan zajmujaca sie bardzo oszczednymi strukturami danych. Wiecej
informacji na ten temat Czytelnik znajdzie w Internecie pod hastem succinct
data structures.

Pilki tenisowe na ogél pakowane sa w rurke po kilka sztuk. Wyobrazmy sobie
pitki tak cenne, ze pakowane sg kazda oddzielnie. Takie opakowanie to

z matematycznego punktu widzenia walec. Pitka styka sie z jego powierzchnia
boczna wzdluz okregu, a przekrdj osiowy tego walca jest kwadratem (rys. 1).
Okazuje sie, ze tak zapuszkowana pitka ma powierzchnie rowng powierzchni
bocznej swojej puszki, czyli

powierzchnia sfery jest rowna powierzchni bocznej opisanego na niej walca.

Jeszcze ciekawszy od samego faktu jest jego starozytny dowdd, pochodzacy od
Archimedesa. Zapoczatkowal on bardzo popularny w matematycznej praktyce
obyczaj, ze gdy chcemy co$ udowodnié, to dowodzimy czego$ zupelnie innego.

W tym przypadku udowodnimy, ze jesli wytniemy z pitki (czyli sfery) plasterek
plaszczyznami réwnoleglymi do denek puszki (czyli podstaw walca) i w polowie
jego wysokosci opiszemy na nim plaska obrecz (czyli stozek Sciety, rys. 2), to jej
powierzchnia bedzie taka sama, jak powierzchnia wycigtego przez te plaszczyzny
fragmentu puszki (czyli powierzchnia boczna walca, tylko tym razem niskiego).
Nie narysowatem go, bo nic nie byloby wtedy widac.

Ale gdy narysujemy przekrdj opisanej sytuacji plaszczyzna przechodzaca przez
srodek pitki i prostopadla do denek puszki, to wszystko stanie sie widoczne

(rys. 3). Kolorowe kreski to fragment puszki (oznaczmy jego wysoko$é przez h)

i fragment obreczy (KL =:1). Narysujmy przez punkt P stycznoéci obreczy

i pitki odcinek M N — przesuniety fragment puszki oraz odcinek PS taczacy P ze
srodkiem pitki i odcinek PO, gdzie O jest rzutem prostokatnym P na o$ symetrii
puszki.

Poniewaz PL 1L PSi PN 1 PO, wiec trojkaty PLN i PSO sg podobne, co daje
PN PO r

“PL PSR

Znane wzory na pole powierzchni bocznej walca i stozka Scietego przekonuja nas,

ze dowiedliSmy tego, co chcieliSmy, ale jak to sie ma do wyr6znionej kolorem
prawidtowoéci?

czyli hR = Ir, zatem 2whR = 2rnlr = wl(ry + r2).

ol~[rol=

Zauwazmy, ze gdy podzielimy pitke i puszke na plasterki, to suma pél

obreczy opisanych na plasterkach ztozy sie na cala powierzchnie boczna puszki,
czyli 27 - 2R - R = 47 R%. Dalej Archimedes pisze tak: gdy bedziemy rozpatrywali
coraz wezsze plasterki, to otrzymywane obrecze bedg w sumie coraz podobniejsze
do powierzchni pitki, az w koiicu (my méwimy: w granicy) beda z ta
powierzchnig identyczne. A poniewaz dla kazdego podzialu suma powierzchni
obreczy bedzie réwna powierzchni bocznej puszki, wiec tak bedzie i na koncu.

Czy zgodziliby$Smy sie na takie rozumowanie?
M.K.

16



