Nieskonczony samotnik
Karol POKORSKI*

Samotnik to gra logiczna dla jednego gracza rozgrywana na planszy skladajacej
sie z 33 pol. Wszystkie pola poza centralnym sa zajete (na kazdym znajduje
sie po jednym pionku). Celem gry jest doprowadzenie do sytuacji, w ktorej

na planszy zostanie tylko jeden pionek, na polu centralnym. Jedyny typ ruchu,
jaki wolno wykonaé, polega na przeskoczeniu pionkiem innego pionka, wolno

to robi¢ tylko w pionie lub w poziomie. Po wykonanym ruchu przeskoczony
pionek zostaje zbity i jest usuwany z planszy. Na kazdym polu w kazdym
momencie gry moze znajdowaé sie co najwyzej jeden pionek.
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Mimo prostych zasad, nieduzej planszy i niewielkiej liczby ruchéw mozliwych
do wykonania, nie jest wcale tatwo znaleZé rozwiazanie zagadki. Mozna w tym
celu napisa¢ program komputerowy, ktéry dokona symulacji mozliwych ruchéw
i stanéw w grze (nie bedziemy tu jednak poruszaé szczegdtow).

Zajmiemy si¢ innym zadaniem. Rozwazmy gre samotnik na nieskonczonej planszy.
Podzielmy t¢ plansze na dwie czesci pozioma linia. Ponizej tej linii, na kazdym
polu znajduje sie po jednym pionku, powyzej zas wszystkie pola sa puste.
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Zadajmy sobie teraz pytanie: czy jest mozliwe wprowadzenie choé¢by jednego
pionka do czwartego rzedu powyzej linii? Odpowiedz na to pytanie jest
twierdzaca. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy pokazaé¢ przykladowa
kombinacje ruchéw prowadzaca do celu. Wskazowka, jak mozna to zrobic,
znajduje si¢ wewnatrz numeru.
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A czy jest mozliwe wprowadzenie pionka do rzedu pigtego? Skoro da sie

do czwartego, powinno by¢ mozliwe wprowadzenie i do piatego. Okazuje sie
jednak, ze nie. Dalsza czesé tego artykutu to dowod, ze taka kombinacja ruchow
nie istnieje. Jedli w tym momencie, drogi Czytelniku, zamierzasz zakonczy¢
lekture, zachecam mimo wszystko do jej kontynuowania — jest to bowiem jeden

z najpiekniejszych dowodéw matematycznych, jakie znam. W dodatku mozna go
tak przeprowadzié¢ (i wlasnie tak to zrobimy), aby nie bylo potrzeby uzy¢ wiedzy
wykraczajacej poza zakres szkoly gimnazjalne;j.

Zalézmy nie wprost, ze wprowadzenie pionka do piatego rzedu jest mozliwe.
Wéwezas jest mozliwe osiagniecie dowolnego pola w piatym rzedzie (wystarczy
wykonaé¢ te same ruchy z odpowiednim przesunieciem). Wybierzmy zatem
konkretne pole w piatym rzedzie i obierzmy je za cel.
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Aby badac, jak blisko celu jestesmy, zdefiniujmy funkcje, ktéra dla dowolnej
konfiguracji pionkéw na planszy bedzie dawaé liczbe rzeczywista: sume wartosci
pol, na ktorych stoja piony.
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s Jakie wartosci maja pola? Ustalmy, ze wartos¢ celu wynosi 1. Warto$¢ kazdego
innego pola bedzie wynosié¢ z¢, gdzie x to pewna liczba, o ktérej powiemy
za chwile, natomiast d to odleglo$¢ w metryce miejskiej tego pola od celu.

Tle wynosi tajemnicze x? Wystarczy wiedzie¢ jedynie tyle, ze spelnia rownanie
2% + z = 1 oraz nalezy do przedziatu (0, 1). Aby dopemié dziela (dowodu, ktéry
mozna zaprezentowaé takze mlodszym Czytelnikom), wyznaczymy te wartosé

doktadnie:
m2—|—ac:1,
x2+x+1=§
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Uwazny Czytelnik zauwazy zapewne
jeszcze przypadek ruchu w prawo/lewo,

ktéry nie jest analogiczny do poprzednich.
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W tym przypadku wartosé konfiguracji
takze maleje: z £ + 29 na Tt

@

Rozwigzanie zadania F 851.

Jezeli na siatke pada prostopadle

do jej powierzchni réwnolegta,
monochromatyczna wigzka $wiatla,

to maksima dyfrakcyjne rozkltadaja

sie symetrycznie wzgledem maksimum
centralnego (zerowego). Polozenia
katowe ¢ maksiméw (wzgledem prostej
prostopadtlej do powierzchni siatki)

sa dane wzorem dsin ¢ = m, gdzie

m jest rzedem dyfrakcji. Poniewaz

kat dyfrakcji nie moze by¢ wigkszy

od 90° oraz sin ¢ < 1, wiec maksymalny
rzad obserwowanego maksimum to
Mmax = L%J Wedlug warunkéw zadania
obserwuje si¢ 7 maksimoéw, co oznacza,
Ze Mmax = 3, stad stala siatki spelnia
nieré6wnos$é d > mmaxA. RoOwnoczes$nie
liczba maksiméw nie moze by¢é mniejsza
niz 7, co oznacza, ze d < (Mmax + 1)A.
Ostatecznie wiec stala siatki musi miescié
sig w granicach 3\ < d < 4\, czyli
1.9pm < d < 2,5 pum.

Zauwazmy teraz, ze mozemy tak naprawde zapomnie¢ o przeskakiwaniu
pionkéw. Zamiast tego mozemy mysle¢ o zamianie dwoch pionkéw stojacych
obok siebie na jeden stojacy obok nich. Co w takim razie daje nasz

dobér parametru =7 Zbadajmy, jak moze si¢ zmieni¢ wartos¢ konfiguracji
po wykonaniu ruchu. Jest kilka przypadkdéw, ktére nalezy rozwazyé:

”

o —

1.0 Ruch ,w gére”, czyli zamiana 291 4+ 29+2 na 2. Przypomnijmy
tylko, ze = dobrali$émy tak, aby = + 22 = 1, co po przemnozeniu przez z%
pokazuje, ze suma wartosci dwoch pionkdéw, ktére mieliSmy, jest doktadnie
réwna wartoéci pionka, ktory mamy po wykonaniu ruchu.
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2.0 | Ruch ,w dél”, czyli zamiana 2 + 29*! na 292, Przypomnijmy
tym razem, ze x € (0,1), czyli 2972 < 29+ < 27 a zatem wartosé
konfiguracji zmalala (nowy pionek jest wart mniej niz dowolny z dwdch
utraconych).

3. Ruch ,w lewo” i ,w prawo”: zaleznie od tego, czy taki ruch zostanie
wykonany po prawej czy po lewej stronie od celu, sytuacja bedzie analogiczna
jak w przypadku ruchu ,w gére” (gdy bedziemy sie do celu przyblizali)
i wartosé¢ konfiguracji sie nie zmieni albo bedzie analogiczna jak w przypadku
ruchu ,w dél” (gdy od celu bedziemy sie oddalad) i wéwezas warto$é
konfiguracji spadnie.

Whiosek jest taki, ze po wykonaniu ruchu warto$¢ konfiguracji moze si¢

zmniejszy¢, moze pozostaé¢ taka sama, ale nigdy nie moze sie zwiekszyc.

Obliczmy teraz, ile warta jest konfiguracja poczatkowa. Sprobujmy wyznaczy¢
najpierw sume S warto$ci pionkéw stojacych w tej samej kolumnie co cel:
S=a®+aS+a2"+...,
Sy =a%42"+284+...,

S(lf:c):xs,
25

5= 1—2a’
S =23,

Ostatnia réwnos$¢ oczywiscie wynika z poprzedniej dzieki skorzystaniu (po raz
kolejny) z réwnoéci 22 + z = 1.

A co bedzie w kolumnie obok? Suma wyniesie:

ST 4284+, =2t
Analogicznie w kolejnych kolumnach sumy wynosza odpowiednio: z°, 26, 27

i tak dalej.

Widzimy juz teraz, ile jest réwna suma wartosci wszystkich pionkéw konfiguracji
poczatkowej:

(B +at+. )+ @+ )=+ =1,
Jaka jest suma wartosci pionkéw w konfiguracji koncowej (ktéra podobno mialto
sie da¢ osiagnacé)? Na pewno jest réwna co najmniej 1 — pole bedace celem jest
warte dokladnie 1. Po wykonaniu skonczonej liczby ruchéw nadal jednak mamy
nieskonczenie wiele pionkéw do dyspozycji, a kazdy z nich ma dodatnig wartos¢,
zatem wartos¢ konfiguracji koncowej jest wigksza niz 1 i mamy oczekiwana
sprzeczno$¢. Przypomnijmy bowiem: wartosé konfiguracji poczatkowej wynosi 1,
po wykonaniu ruchu wartos¢ konfiguracji nie roénie, a wartos¢ konfiguracji
koncowej jest wieksza niz 1.

Teoretycznie trzon dowodu to zastosowanie dos¢ standardowej techniki
potencjalu, jednak fakt, ze wszystko sktada sie w calo$¢ tak tatwo i subtelnie,
spowodowal, ze dowod uznalem za wystarczajaco piekny do zaprezentowania
na tamach Delty. Moze Ty, szanowny Czytelniku, zechcialby$ podzielié¢ sie
innym pigknym dowodem, ktéry znasz?

11



