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Madra linka?

Na bardzo §liski plastikowy stozek (mozna takie naby¢ w sklepach

z pomocami szkolnymi) nawijamy kilka zwojéw nylonowej cieniutkiej linki
(plecionej, aby byta gietka) i obcigzamy jej konce cigzarkami, a takze

nie pozwalamy lince odwinaé sie (np. przyklejajac blisko podstawy stozka
wystajace sztyfty — rys. 1).

Powiadaja, ze taki przyrzad pozwala stwierdzié¢, iz owa linka ma swoj rozum,
a przynajmniej wtasny poglad na to, ile co najwyzej jej zwojéw powinno by¢
na stozku. Poglad ten demonstruje jakoby, gdy spokojnie, ale zdecydowanie
potrzasamy stozkiem (trzymajac go, oczywiscie, caly czas wierzchotkiem

do géry). Podobno, gdy linka uwaza, ze zwojéw jest za wiele, podsuwa

sie do goéry, zrzucajac kolejne petle przez wierzcholek. A ze to czynnosé
rozumna, ma nas przekonaé obserwacja, iz przestaje figlowaé¢ zawsze przy

tej samej liczbie zwojéw na stozku.

Oczywiscie, umyst prymitywny postaralby sie o stozek, linke i sprawdzil, czy
tak jest w istocie (chyba teraz moéwi sie — w realu). Ale my postapimy, jak
potepiani dzi$ uczeni $redniowieczni, pogardliwie zwani scholastykami. Owi
scholastycy, podobno, nawet liczbe zebéw u konia ustalali rozumowaniem,
nie ponizajac si¢ do pospolitego zajrzenia mu w z¢by. Zastanéwmy sie

zatem teoretycznie i my, dlaczego mianowicie linka mogtaby tak czynié,

jak glosi fama.

Jako punkt startu rozwazan przyjmiemy za wiadome, Ze naciagana (u nas
przez obciazniki) linka stara sie byé mozliwie najprostsza, czyli taczyé
punkty mozliwie najkrotszymi swymi odcinkami, a raczej kawatkami,

bo na stozku to, rzecz jasna, odcinki moga by¢ tylko wtedy, gdy linka
przechodzitaby przez wierzchotek.

Ten §lad prowadzi od razu do tego, by stozek (intelektualnie
oczywiscie) rozciaé i polozy¢ na plaszezyznie — bedzie to wycinek kota
(oznaczmy jego kat przez o). W tej sytuacji napieta na stozku linka
bedzie wygladata jak odcinek.

Aby te mysl doprecyzowad, zamiast rozcinaé stozek zrobiony z jednej
warstwy papieru, lepiej wyobrazi¢ sobie, ze jest on spora liczbe razy
zwinieta kartka papieru, tak jak nieraz robi sie stozkowe torebki

NV
Vi na popcorn. Korzy$é bedzie taka, ze woéwcezas wielokrotnie otaczajaca
stozek (napieta) linke bedzie mozna narysowaé¢ w jednym kawalku

(rys. 2) — bedzie to faktycznie odcinek.

Wykorzystajmy ten obrazek jeszcze i w ten sposéb, aby sposrod
wszelkich mozliwych rozcieé¢ stozka wybraé to, ktore bedzie najbardziej
korzystne dla dalszych rozwazan — bedzie to rozciecie, ktérego
dwusieczna przechodzi przez najblizszy wierzchotkowi punkt linki.

Taki wybor rozciecia stozka pozwoli nam wygodnie przenie$é¢ rozwazania
ze stozka ,wielowarstwowego” na stozek . jednowarstwowy”. A taka operacja
jest niezbedna, gdyz na ,wielowarstwowym” nie wida¢ petli.
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Rys. 3

Rys. 4

Wygode zapewnia fakt, ze punkty A i A z rysunku 3 to po zwinieciu jeden

punkt. Rysunek pokazuje ponadto, gdzie po zwinigciu znajdzie si¢ punkt B.

Tym, co bedzie dla nas najwazniejsze, jest stwierdzenie, ze katy, jakie

z krawedzia rozcigcia tworza odcinki AB i AB, sa réwne.

Jesli stozek zostal zwiniety z wycinka kota o rozwartosci «, to kat

01 := < BAW bedzie rowny g - %. Zatem kat pierwszego samoprzeciecia
T«

linki bedzie réwny 7 — 2(5 — 5) =a.

Oznaczmy przez (i kat, pod jakim linka k-ty raz przecina linie
rozciecia lub dwusieczna wycinka. Bez trudu, korzystajac z twierdzenia

g — k7a. Istotnie (rys. 4):
B = €QAP = < AWP + <WPA= 5+ i konsekwentuie f; = & + Biy1,

a to przez indukcje daje nam wtasnie podany wyzej warunek na .

o kacie zewnetrznym, stwierdzamy, ze B =

T ka
Skoro tak, to k-te samoprzeciecie linki bedzie pod kgtem m — 2 (2 — 2) = ka.
Tu wypada po raz pierwszy zastanowi¢ si¢ nad tym, czy przypadkiem nasza
scholastyczna matematyka nie oderwata si¢ zanadto od rzeczywistosci.
Chwila refleksji i uzupelniamy nasze rozumowanie o zastrzezenie:

oczywiscie, gdy takie przeciecie bedzie istnialo:
nietrudno bowiem zauwazy¢, ze liczba ko niezaleznie od tego, ile wynosi a,

dla odpowiednio duzych k przekroczy 7, a wtedy nasze rozwazania tracg sens.
Zatem, aby istnialo k-te samoprzeciecie, musi by¢ spetniona nieréwnosé ko < 7.

Otrzymalismy zatem wniosek: linka na stozku powstalym z wycinka kola
o rozwartosci « bedzie miala dokladnie k samoprzecied (czyli bedzie sie

sktadata z k petli), gdy spelniony bedzie warunek % -1<a< %

Mozna to przeliczy¢ na kat ¢ miedzy tworzacymi stozka a jego osia. Nie watpie,
ze Czytelnik Skrupulatny bez wickszego trudu ustali, ze zalezno$é ta

to a = 27 sin . Wynika z tego, na przyktad, ze stozek, ktérego przekrdj osiowy
jest trojkatem rownobocznym, nie powinien tolerowac na sobie ani jednej petli.
Te powinny w stabilny sposob istnieé¢ tylko na wezszych stozkach.

Gdy juz raz dopusciliSmy watpliwosé, czy formalnie prowadzone rachunki
muszg mie¢ odpowiednik w realnym $wiecie, to zadajmy teraz pytanie:

co sie stanie, gdy wykonamy opisane na wstepie doswiadczenie, na poczatek
nawijajac na stozek wiecej petli, niz wyniklo z naszych obliczen? Czy
faktycznie petle beda sie posuwaly do gory, by zeskoczy¢ przez wierzchotek?
Gdyby tak miato by¢, to jakie warunki musiatby spetlniaé, np. wspdétczynnik
tarcia linki o stozek? Bo przeciez nie ulega watpliwosci, ze napinana linka
bedzie ,chciala” przybra¢ obliczone przez nas potozenie, czyli ksztalt
lokalnie najkrétszy.

A pytan moze by¢ wiecej. Na przyklad, co zrobi linka, gdy petli nawiniemy
mniej, niz to wynika z rachunku? Zaplacze sie sama bardziej? Albo: jak

by przebiegato nasze doswiadczenie, gdyby$my nie utrudnili lince odwijania
sie ze stozka przez wbicie sztyftéw (rys. 1)7

Nie mam pojecia, jak wygladaja poprawne odpowiedzi na te pytania. Ale
moze znajdzie sie jaki§ Przyrodnik, ktéry wskaze, jaka jest relacja miedzy ta
scholastyczna matematyka a rzeczywistoscig. Taki werdykt niezbedny jest
przy kazdym powstajacym matematycznym modelu zjawisk realnych, bo
przeciez takie modele, obecne dzi$§ wszedzie, opisuja niejednokrotnie zjawiska
bardziej istotne niz zachowanie linki na stozku.

Malq Delte przygotowal Marek KORDOS
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