Informatyczny kacik olimpijski (70): Dwa zadania z Potyczek

W tym kaciku oméwimy dwa zadania z Potyczek Algorytmicznych 2012. Pomimo
krotkich rozwiazan, zadania te wymagaty od zawodnikéw niemalej dozy pomystowosci.

Treé¢ zadania Korniki wygodnie nam bedzie streéci¢ w terminologii numizmatycznej:
Przykladowo, dla ciagu czterech monet  na stole w jednym rzedzie lezy n monet o nominatach a[l],a[2], ..., a[n]. Dwéch
o nominatach 5,2, 9, 3 optymalnym graczy na przemian wykonuje ruchy. Ruch polega na zabraniu monety z lewego koiica,
ruchem pierwszego gracza jest zabranie , aweo0 kofica lub z obu koficow rzedu naraz. Wiedzac, ze kazdy z graczy gra tak,
monety o nominale 5. Drugi gracz . , L. .o . L
by zmaksymalizowaé¢ sume wartos$ci zabranych przez siebie monet, nalezy wyznaczy¢

w swoim ruchu zabiera monety 2 i 3. . o : ’ A : -
wynik gry (r6znice miedzy zyskiem pierwszego i drugiego gracza).
Z inng wariacjg ,,gry w monety”

Czytelnicy spotkali si¢ w artykule Symulujac wprost reguly gry, dostajemy algorytm dziatajacy w czasie O(n?).

Numizmatyka dla zachlannych Wypeliamy kwadratowa tablice, gdzie d[i, j] oznacza wynik gry dla ciagu monet

w numerze 12/2012. . .. . . . . .
na pozycjach o numerach 4,7+ 1,...,j (zatem d[1,n] jest odpowiedzia do zadania).

Jesli pominiemy warunki brzegowe, rekurencja bedzie nastepujaca:

() dli,j) = max(ali] + alj] — dli + 1,j — 1], ali] — dli + 1, ], alj] — dli, j — 1]).

Istnieje jednak efektywniejsze rozwiazanie. Zalézmy najpierw, ze n jest nieparzyste.

Oznaczmy sume nominaléw monet na pozycjach nieparzystych oraz parzystych przez
sy =a[l]+a[3]+...+a[n], sp=al2]+ad]+...+an—1].

Zauwazmy, ze pierwszy gracz ma strategie, ktéra pozwala mu na zabranie wszystkich

monet na pozycjach nieparzystych (niezaleznie od ruchéw drugiego gracza — w swoim

pierwszym ruchu zabiera dwie monety, a w kazdym kolejnym ruchu kopiuje ostatni

ruch drugiego gracza). Gwarantuje mu to uzyskanie wyniku nie mniejszego niz sy .

Z kolei gracz drugi ma strategie, ktéra pozwala mu na zabranie wszystkich monet

na pozycjach parzystych (réwniez kopiuje ruchy przeciwnika), co gwarantuje mu

uzyskanie wyniku nie mniejszego niz sp. Zatem obaj gracze uzyskaja wtasnie tyle,

a wynikiem gry bedzie sy — sp.

Dla n parzystego nie widaé, jak to zrobié¢ réwnie prosto. Zatem pozostaje nam
skorzystaé ze wzoru (x). Ograniczymy sie jednak do wyznaczenia wartosci d[i,n + 1 — i]
dlai=1,1,..., 5. Zauwazmy, ze przy obliczaniu kazdej z nich pierwszy wyraz
pod maksimum jest rowniez tej postaci, natomiast dwa pozostale dotycza fragmentow
dtugosci nieparzystej, z ktérymi umiemy juz sobie tatwo radzi¢. Rzeczywiscie,
jesli stablicujemy sumy prefiksowe ciagu z naprzemiennym znakiem, mozemy
obliczy¢ wartos¢ gry dla dowolnego takiego fragmentu w czasie stalym. Ostatecznie
otrzymujemy rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(n).

x ok %
W zadaniu Podatek mamy dany graf nieskierowany G reprezentujacy sie¢ drog
pomiedzy miastami. Kazda droga ma przypisana stawke podatku. Jadac z miasta
do miasta, musimy w kazdym miescie posrednim uisci¢ opltate rowna maksimum
ze stawki podatku dla drogi, ktéra wjechaliSmy do miasta, i dla drogi, ktérg z miasta
wyjedziemy. Dla miasta pierwszego i ostatniego rozwazamy tylko jedna stawke.
Przyktadowo, jadac trasa vo, v1,v2,vs3, jesli przez s; oznaczymy stawke podatku
na drodze pomiedzy v;,—1 a v;, zaptacimy

s1 + max(s1, s2) + max(sz, s3) + s3.

Nalezy podaé¢ minimalna optate przejazdu pomiedzy dwoma ustalonymi miastami.

Skorzystamy ze wzoru

1
max(a,b) = i(a +b+|a—0b|).
Mozemy wtedy zapisa¢ dwukrotnosé optaty, ktéra uiscimy w naszym przyktadzie, jako
2s1 4 (81 4+ s2 + [s1 — s2]) + (s2 + s3 + |s2 — s3]) + 253 =
=2(s1 +s2 +83) + |0 — 51|+ [s1 — 82| + |52 — s3] + [s3 — O].
Tworzymy teraz nowy graf G'. Dla kazdego wierzchotka v z grafu G, do ktérego
wchodzg krawedzie o wagach s; < s2 < ... < sk, tworzymy w grafie G’ wierzchotki
(v, 80 =0), (v,51), (v, 82), ..., (v,sk) oraz taczymy (v, s;) i (v, si+1) krawedzia o wadze
si+1 — si. Ponadto, dla kazdej krawedzi o wadze s laczacej w G wierzchotki v i u
dodajemy w G’ krawedz o wadze 2s pomiedzy wierzchotkami (v, s) i (u,s).
Pozostaje zauwazy¢ istnienie bijekcji pomiedzy Sciezkami z v do v w grafie G a $ciezkami
z (v,0) do (u,0) w grafie G, w ktérej dwukrotnosé oplaty za éciezke w G jest réwna
zwyktej wadze Sciezki w G'. Graf G’ ma O(m) wierzcholkéw i O(m) krawedzi, wiec
uruchomienie na nim algorytmu Dijkstry zajmie czas O(mlogm).
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