POl
g\\‘

Dowéd wzoru Herona znalezé mozna

np. w deltoidzie
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Rys. 1. Czarne szedciany i szara linia
sg pomocnicze. Na rysunku (b) gérny
wierzcholek czworoécianu lezy na prawej

$cianie szesScianu, wigc wysokosé
czworo$cianu jest mniejsza od 1.

Dla d = 0, czyli dla czworokata
zdegenerowanego do trdjkata,
otrzymujemy wzo6r Herona.

Heron uogdlniony? Joanna JASZUNSKA

Wzér Herona S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) pozwala wyznaczy¢ pole tréjkata
w zaleznosci od dlugosci jego bokéw (p to polowa obwodu). Czy da sie go
uogdlnié, na przyklad dla objetosci czworoscianu lub pola czworokata?

Objeto$¢é czworoscianu a pola jego $cian

W zadaniu 3 z poprzedniego deltoidu wykazalidémy, ze nie mozna obliczy¢
objetosci czworoscianu, znajac jedynie pola jego $cian oraz promien kuli
opisanej, tym bardziej wigc same pola $cian nie wyznaczaja objetosci.

Warto zauwazy¢, ze pola $cian i promien r kuli wpisanej pozwalaja wyrazi¢ objetosé
czworo$cianu. Istotnie, odcinki taczace srodek kuli z wierzchotkami czworoécianu
zadajg podzial na cztery ostrostupy; podstawa kazdego z nich jest inna Sciana
czworo$cianu, a wysokosé kazdego réwna jest . Stad wzér na objetoéé czworoscianu
V= %T r, gdzie T to pole jego powierzchni. Wzor ten jest jednak raczej uogolnieniem
wzoru na pole trojkata S = pr niz wzoru Herona.

Objetos$¢ czworoscianu a dlugosci jego krawedzi

Same dlugosci szesciu krawedzi, bez dodatkowej informacji o ich konfiguracji,
nie wyznaczajg objetosci czworoscianu, co ilustruje para kolorowych bryt

z rysunku 1. Maja one krawedzie o dtugosciach 1,1, 1,v/2,v/2, V2, przystajace
podstawy, ale rézne wysokosci, wiec tez rézne objetosci.

Dtugosci wszystkich krawedzi wraz z ich konfiguracja definiuja jednoznacznie
czworo$cian, zatem tez jego objetos¢. Niestety, w ogdlnym przypadku wzér jest dosé
skomplikowany. Zajmijmy sie wiec szczegdlng klasa czworosciandw réwnosciennych
— takich, ktérych przeciwlegle krawedzie sa parami réwne.

Podobnie jak w poprzednim deltoidzie, opiszmy na takim czworoscianie
réwnolegloscian (rys. 2). Jest on prostopadloscianem, gdyz kazda z jego $cian
jest réwnoleglobokiem o réwnych przekatnych, czyli prostokatem. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku 2. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy wowczas
a? =y> 4+ 22, b2 = 22 + 22, ¢ = 2% + y?, wiec

b2 4 2 — a2 2+ a2 —p2 a2 £ b2 — 2
Objetosé czworoscianu réwnosciennego to objetosé prostopadtoscianu
pomniejszona o objetosci czterech przystajacych narozy, czyli

11 1 \/(62+02a2)(c2+a262)(a2+6202)

V: —4~—-— = — g
TYZ 3 21:yz 3xyz =

Pole czworokata a dtugosci jego bokdéw

Wzér na pole czworokata zalezny wylacznie od jego bokéw (nawet
z uwzglednieniem ich kolejnosci) istnieé¢ nie moze — wystarczy spojrzeé
na prostokat i nieprostokatny rownolegtobok o takich samych bokach.

Na szczescie przy dodatkowych zalozeniach istnieja tadne uogélnienia wzoru
Herona. Jesli czworokat jest wpisany w okrag, zachodzi wzdér Brahmagupty:

S=Vp—-a)p—bp—-c)p—d.
Jesli zad przez ¢ oznaczymy polowe sumy przeciwleglych katéw czworokata
(obojetne, ktorych), a przez e i f dlugosci przekatnych czworokata, mamy dwa
wzory Bretschneidera:

S=/(p—a)p—b)p—c)(p—d) — abedcos® o,

S = \/(PG)(pb)(pC)(pd) — i(ac+bd+ef)(ac+bd—ef).

Dla czworokata wpisanego w okrag suma przeciwleglych katéw réwna jest

180°, wiec cos? ¢ = 0. Z kolei twierdzenie Ptolemeusza orzeka, ze ac + bd > ef,
a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie mozna opisaé
okrag. Zatem dla takiego czworokata oba powyzsze wzory upraszczaja sie

do wzoru Brahmagupty. Ponadto wynika stad, ze czworokat o ustalonych
kolejnych bokach ma maksymalne pole wlasnie wtedy, gdy jest wpisany w okrag.
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