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Rys. 1. Przyktadowe drzewo binarne
o n = 8 weztach.

wezel 112|3|4|5|6]|7]|8
lsyn 213|0|0|6|]0]|8|0
psyn 5/0(4]|]0|7]|]0|O0]O0
ojcitec | 0| 1|2 3|1 |5 |5 |7

Rys. 2. Reprezentacja drzewa z rysunku 1
za pomocy trzech tablic Isyn, psyn

i ojciec. Liczba 0 w tablicy oznacza, ze
odpowiedni wezel drzewa nie istnieje.

Rys. 3. Jest Cs = 5 ukorzenionych,

nieetykietowanych drzew binarnych
o trzech weztach.
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Bardzo oszczedne drzewa (I)
Jakub RADOSZEWSKI

Wiele struktur danych w komputerze mozna reprezentowaé¢ w postaci drzewa
binarnego, na przyklad takiego jak na rysunku 1. Aby przechowaé takie drzewo
w pamieci komputera, nalezy dla kazdego wezta zapamiecta¢ numer jego lewego
i prawego syna oraz, jesli to potrzebne, numer wezla bedacego jego ojcem.
Wystarcza nam do tego trzy tablice (patrz rys. 2).

Czy jest to najbardziej oszczedna reprezentacja drzewa binarnego? Jesli rozwazane
drzewo ma n weztéw, to taczny rozmiar wszystkich tablic wynosi 3n, a jesli nie sa
nam potrzebni ojcowie weztéw, to rozmiar jest réwny 2n. Co wigcej, tablice Isyn
i psyn maja lacznie tylko n — 1 niezerowych komoérek. Mozemy przeanalizowaé

to jeszcze dokladniej i spojrzeé na liczbe bitéw w reprezentacji. Numery weztow
sa u nas liczbami catkowitymi z zakresu od 1 do n, wiec do reprezentacji kazdego
znich w systemie binarnym wystarczy [ logn] cyfr. To oznacza, ze cala reprezentacja
wymaga z grubsza cn log n bitéw pamieci, gdzie ¢ jest stala réwna 1, 2 lub 3, zaleznie
od tego, ktére tablice przechowujemy. Kombinujac dalej, mozna zauwazy¢, ze

do przechowywania malych numeréw wezléw nie jest potrzebne az [logn] bitéw,
jednak to spostrzezenie nie pozwoli nam na pewno istotnie zredukowaé tacznej
liczby bitéw w reprezentacji.

A czy jest mozliwe uzyskanie reprezentacji drzewa binarnego za pomoca
istotnie mniej niz nlogn bitow? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, warto zadaé
inne: ile jest réznych drzew binarnych (ukorzenionych, nieetykietowanych)

o n weztach? Oznaczmy te liczbe przez C,, (patrz rys. 3). Sprébujmy ulozyé
wzor rekurencyjny na C,, 1. Drzewo o n + 1 weztach sktada sie z korzenia

i dwoch jego poddrzew. Oznaczmy przez i liczbe weztow w lewym poddrzewie
(1 €{0,...,n}). Wowczas:

C’n+1 = i CzCn—z
=0

Dodajac do tego wzoru warunek poczatkowy Cy = 1, otrzymujemy rekurencje
definiujaca tzw. liczby Catalana, o znanym wzorze ogdlnym:

c - 1 (2n>
n+1l\n

Znajomosé¢ wartosci C,, pozwala podac teoretyczne oszacowanie dolne na liczbe
bitéw w reprezentacji drzewa binarnego o n weztach. Otéz zeby kazde

drzewo binarne dalo sie reprezentowaé za pomoca k bitéw, musi zachodzi¢

2k > O, gdyz w przeciwnym razie pewne dwa rézne drzewa mialyby te sama
reprezentacje. Poniewaz wspdétczynnik dwumianowy wystepujacy we wzorze

na C,, majoryzuje pozostale wspolczynniki wystepujace w sumie:

2n n 2n I 2n _ o2
0 1 ro\en) T

a n -+ 1 wystepujace w mianowniku jest nizszego rzedu niz 227, wiec mozemy
z niezly dokladnoscia asymptotyczna przyblizyé C,, przez 227,

Stad wysnuwamy wniosek, ze do reprezentacji drzew binarnych powinno nam
wystarczy¢ mniej wiecej 2n bitow. Oczywiscie, taka reprezentacja istnieje.
Wystarczy wszystkie n-wezlowe drzewa binarne ponumerowaé kolejnymi
liczbami naturalnymi. Wéwczas reprezentacja danego drzewa bedzie jego numer,
czyli liczba naturalna o co najwyzej 2n bitach. Taka reprezentacja, jakkolwiek
niezwykle oszczedna, jest, niestety, duzo mniej wygodna niz nasza poczatkowa
reprezentacja wykorzystujaca nlogn bitéw. Nie pozwala ona nawigowaé

po drzewie, tj. identyfikowa¢ wezléw drzewa i poruszaé sie po nich w naturalny
sposéb, czyli w kierunku do synéw lub do ojca wezta. Okazuje sie jednak,

ze istnieje inna, sprytna reprezentacja drzew binarnych, ktéra wykorzystuje
mniej wiecej tyle samo bitéw — dokladniej 2n + o(n) bitéw, czyli wiecej tylko

o skladnik nizszego rzedu — i umozliwia latwa nawigacje po drzewie. W dalszej
czedcel artykulu przedstawimy taka wlasnie bardzo oszczedng reprezentacje.
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Dla ciaggu 010010100 1 wyniki kilku
przykladowych zapytan to:

rankq(8) = 5, rankq(8) = 3,
selecto(4) = 6, selecty(4) = 10.

Rys. 4. Uzupelnienie drzewa binarnego
z rys. 1 wezlami zewnegtrznymi.

Dla naszego przyktadowego drzewa
mamy: select1(7) =9, a rank(9) = 7.

Przykltadowo, dla wezta o numerze
czarnym 7 i kolorowym 9 mamy:

lsyn(7) = 14,  psyn(7) = 15,
ojciec(9) = 4.

O tym, jak zaimplementowac¢ strukture
danych z operacjami rank/select,
opowiemy w nastepnym numerze.

Rank i select. Na poczatek wprowadzimy pomocnicza strukture danych operujaca
na ciggach binarnych. Chcieliby$my umie¢ obstugiwaé¢ dwa typy zapytan dotyczace
takich ciagéw: wyznaczanie k-tej jedynki (wzglednie k-tego zera) w ciagu — operacja
select, oraz sprawdzanie, ile jedynek (wzglednie ile zer) znajduje sie w ciagu
do ustalonej pozycji — operacja rank. Formalnie, niech by, ..., b, bedzie ustalonym
ciagiem zero-jedynkowym. Wéwezas dla ¢ € {0,1} oraz k € {1,...,n} zapytania
maja postac:
rankq(k) = {j <k :b; = q}],

selecty(k) = min{j : rank,(j) = k}.
Okazuje sie, ze istnieje struktura danych, ktéra poza ciagiem b zuzywa o(n) bitéw
pamieci i pozwala odpowiada¢ na okreslone tu zapytania w czasie stalym. Odtad
bedziemy uzywaé tej struktury danych jako czarnej skrzynki (ang. black box).

Bardzo oszczedna reprezentacja drzew. Uzyjemy teraz naszej pomocniczej
struktury danych do konstrukeji bardzo oszczednej reprezentacji drzew binarnych.
Zacznijmy od uzupelnienia drzewa binarnego tzw. wezlami zewnetrznymi, tak aby
kazdy wezel wewnetrzny mial dokladnie dwéch synéw (rys. 4). Wezly wewnetrzne
drzewa ponumerujmy poziomami, a w ramach poziomoéw od lewej do prawej (czarne
numery na rysunku 4). Ponadto w ten sam sposéb ponumerujmy wszystkie wezly
drzewa (kolorowe numery na rysunku 4).

Obejdzmy teraz wszystkie wezly drzewa w porzadku numeréw ,kolorowych” i dla
kazdego z nich zapiszmy cyfre 1, jesli jest on wezlem wewnetrznym, a 0 w przeciwnym
przypadku:

11110110100100000

Tak otrzymany ciag binarny wraz z powiazana z nim struktura danych

do wykonywania operacji rank/select bedzie stanowil bardzo oszczedna
reprezentacje drzewa, tzw. cigg kodowy. Kazdy wezel uzupelnionego drzewa poza
korzeniem jest synem jednego z n wezléw wewnetrznych. Stad taczna liczba weztow
drzewa, a zarazem liczba bitéw w ciggu kodowym to 2n + 1.

Sprawdzmy teraz, na ile uzyteczny jest nasz ciag kodowy. Kazdy wezel wewnetrzny
drzewa v ma dwa numery, czarny ¢(v) i kolorowy k(v). Aby przeliczy¢ numer czarny
na kolorowy, wystarczy znalezé ¢(v)-ta jedynke w ciagu kodowym, czyli wykonaé
operacje select:

k(v) = selecty(c(v)).
Przyporzadkowanie odwrotne wykonujemy za pomocg operacji rank:

c(v) = rankq (k(v)).
Musimy jeszcze opisa¢ sposéb poruszania sie po drzewie. Jest on zaskakujaco prosty:

Isyn(c(v)) = 2¢(v),  psyn(c(v)) = 2¢(v) + 1,  ojciec(k(v)) = |k(v)/2].
Innymi stowy, lewym synem wezla o numerze czarnym c(v) jest wezel o numerze
kolorowym 2¢(v) i podobnie w przypadku prawego syna; natomiast w przypadku
ojca robimy odwrotnie: dla wezla o numerze kolorowym k(v) ojcem jest wezel
o numerze czarnym |k(v)/2].

Podane wzory zashuguja na wyjasnienie. Skoncentrujemy sie na pierwszym z nich
(dla operacji lsyn), pozostale otrzymuje si¢ analogicznie. Aby go uzasadnié,
wystarczy zbadaé, ile weztéw uzupelnionego drzewa wystepuje w porzadku
kolejnych pozioméw przed lewym synem wezla c(v). Kazdy taki wezel jest albo
samym korzeniem drzewa, albo synem jednego z weztéw wewnetrznych o czarnych
numerach 1,...,¢(v) — 1. Zauwazmy, ze do tej drugiej grupy zaliczaja sie tak
wezly wewnetrzne (w tym te o numerach czarnych 2,...,¢(v)), jak i zewnetrzne.
Wazystkich tych wezléw jest 2¢(v) — 1, wiec rzeczywiScie numerem kolorowym
lewego syna wezla c(v) jest 2¢(v).

Podsumujmy to, co wiemy o naszej reprezentacji. Ma ona rozmiar 2n + o(n)

i pozwala identyfikowaé wezly drzewa i przemieszczaé sie w gore i w dot drzewa
w czasie stalym. Nie wykazalismy jeszcze tylko, ze jest ona poprawna, czyli ze rézne
drzewa uzyskuja rézne reprezentacje. To jednakze wynika z faktu, ze na podstawie
reprezentacji drzewa, nawigujac po nim, mozemy jednoznacznie odtworzy¢ jego
ksztalt. Tak wiec nasza reprezentacja spelnia wszystkie oczekiwane wlasnosci.
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