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Schemat Falka Przemystaw KICIAK™

Whrew czesto (i zazwyczaj bezmyslnie) powtarzanemu przystowiu nie kazdy
obraz jest wart tysiaca stow. Ale niektére sa. Kazdy student matematyki,
informatyki lub politechniki na pierwszym roku poznaje wzor, ktory definiuje
iloczyn macierzy: jesli liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy
macierzy B, to ich iloczynem jest macierz AB, ktorej wspolczynniki to

Cij = Zk a;1by;. Takie mnozenie macierzy jest znane od XIX wieku. Dopiero
wiek pdzniej zostal wynaleziony sposob jego zobrazowania, ktéry dla mnie jest
wart tysiaca sléw, a nawet troche wiecej.

Schemat Falka, bo tak si¢ ten wynalazek nazywa, sklada si¢ z tabelek

ze wspolczynnikami macierzy, rozmieszczonych jak na rysunku 1. Latwo jest

na nim odnalezé wspélezynniki macierzy A (na lewo) i B (powyzej), ktére maja
wplyw na wspétezynnik ¢;; iloczynu. Wszystkie znane wtasnosci mnozenia
macierzy maja, oczywiscie, dowody rachunkowe. Schemat Falka pozwala
zobaczyé wiele z tych wlasnosci, a to jest w pewnym sensie co$ wiecej niz dowdd.

Wtasnos¢ 1. Wspétezynniki nie musza by¢ liczbami, byleby mozna je byto
jako$ mnozy¢, a iloczyny jako$ dodawaé; w tym sensie definicja iloczynu
macierzy jest uniwersalna. Na przyktad (rys. 2) wspo6lezynnikami moga byé
macierze (zwane blokami), jesli tylko ,pasuja’, tj. dla kazdego i wszystkie
bloki A;;, maja tyle samo wierszy, dla kazdego j wszystkie bloki By; maja
tyle samo kolumn, i dla kazdego k kazdy blok A;i ma tyle samo kolumn, ile
bloki Bj; majg wierszy. Jesli bloki sg macierzami liczbowymi, to mamy stad
ogélniejszy zapis mnozenia macierzy liczbowych. Mozna tez rozpatrywaé bloki
puste, tj. majace 0 wierszy lub kolumn, co czasami jest wygodne.

Wtiasnosé 2. O macierzy A méwi sie, ze jest tréjkatna gérna, jesli wszystkie
jej wspolezynniki a;;, takie ze ¢ > j, sg réwne 0. Mnozenie macierzy ma te
wlasnosé, ze jesli obie macierze A i B sa tréjkatne gérne, to ich iloczyn tez
jest taki. Spéjrzmy na rysunek 3: po odnalezieniu wspotczynnikow w i-tym
wierszu macierzy A i j-tej kolumnie macierzy B zauwazamy, ze jesli ¢ > j,

to w kazdym iloczynie a;,br; co najmniej jeden czynnik jest zerem, a stad

¢;; = 0. Analogiczna wtasnos$é dotyczy macierzy tréjkatnych dolnych (takich ze
a;; = b;; =0 dla i < j), co proponuje Czytelnikom narysowaé wlasnorecznie.

Wtasno$é¢ 3. Transpozycja przyporzadkowuje dowolnej macierzy A

o wspolezynnikach a;; macierz AT o wspélezynnikach aj;; inaczej méwiac,
przeksztalcenie to zamienia wiersze z kolumnami. Jesli macierze A i B mozna
pomnozy¢é (i mnozenie wspotezynnikéw jest przemienne), to (AB)T = BT AT,
Ze schematu Falka to wynika natychmiast po narysowaniu jego odbicia
symetrycznego wzgledem ukosnej linii (tzw. diagonali macierzy AB), poréwnaj
rysunki 1 i 4. Mnozenie macierzy (blokéw) nie jest przemienne, dlatego
dokonujac transpozycji iloczynu macierzy zbudowanych z blokéw, tj. ,,odbijajac”
schemat Falka, musimy ,,odbi¢”, czyli transponowaé kazdy blok macierzy A i B
i ich iloczynu. Ale to po obejrzeniu rysunkéw jest oczywiste.

Wtasnosci 4 i 5. Macierz A jest diagonalna, jesli wszystkie wspotczynniki
oprécz a;; ma zerowe. Macierz permutacji jest to macierz kwadratowa,
ktora w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ma jeden wspolczynnik réowny 1,
i pozostate wspélczynniki 0. Wiersz i-ty macierzy AB, gdzie macierz A jest
diagonalna, jest iloczynem wspolczynnika a;; i i-tego wiersza macierzy B. Jedli
za$ A jest macierza permutacji, to iloczyn AB powstaje przez poprzestawianie
wierszy macierzy B. Narysowanie schematéw (najlepiej z uzyciem blokéw)

i doprecyzowanie szczegbléw polecam dla relaksu. A co bedzie, jesli to drugi
(tj. prawy) czynnik jest macierza diagonalna lub permutacji?

Wtasnosé 6. Lacznosci mnozenia macierzy tak calkiem bez rachunkéw pokazaé
sie nie da, ale zobaczmy schematy na rysunku 5. Jest jasne, ze wymiary macierzy
(AB)C i A(BC) sa identyczne. Jesli w miejsce A podstawimy blok A; — i-ty
wiersz macierzy A i zastapimy C' przez j-ta kolumne, C;, to w obu przypadkach
dostaniemy wspolczynnik na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny
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B C odpowiedniego iloczynu wszystkich trzech macierzy. Wyrdznimy
1 1 w macierzach bloki

Bi1 Big Cii
A=A Ap], B= , Ci= 7.
= [Aa 2] {le BQQ] J {C%}

C Podstawiajac tak podzielone macierze do pierwszego schematu, dostaniemy
B BiC (A;B)Cj = (AinBi1 + Ai2B21)Chj + (Ai1 Bia + Ai2B22)Csj,
! a z drugiego schematu otrzymamy
A — A(BC) A;(BC;) = Ain(B11C1j + B12C%j) + Ai2(B21Chj + B22Cy;).
Rys. 5 Jesli mnozenie mniejszych blokow jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania,

a dodawanie jest przemienne, to oba te wyrazenia maja te sama warto$é. Ale to
umozliwia przeprowadzenie dowodu indukcyjnego, zaczynajac od blokéw pustych
i blokéow 1 x 1, tj. zbudowanych z pojedynczych wspélczynnikow.

Schemat Falka z blokowym przedstawieniem macierzy zostal wykorzystany
do zilustrowania bardzo pieknego, réwnoleglego algorytmu mnozenia duzych
O architekturze CUDA pisali$my macierzy przy uzyciu karty graficznej w architekturze CUDA; zachecam
w Delcie 9/2011. do zapoznania sie z nim w dokumentacji firmy NVIDIA. Tu za$ wykorzystamy
schemat Falka do przedstawienia idei szybkiego (sekwencyjnego) algorytmu
mnozenia wielkich macierzy rzadkich, czyli takich, ktérych wiekszo$é
_ - wspdlezynnikéw (np. ponad 99%) to zera. Iloczyn macierzy rzadkich zwykle
. T tez jest macierza rzadka, a przy tym kazdy (lub prawie kazdy) jego niezerowy
? ? wspolcezynnik jest suma niewielu niezerowych sktadnikéw. Dopuszczamy zupelnie
dowolne rozmieszczenie niezerowych wspdlczynnikéw w macierzach A i B.
Chcielibysmy, aby algorytm mnozyt i dodawal tylko liczby rézne od zera.

Zobaczmy schemat na rysunku 6. W pokazanym przyktadzie i-ty wiersz

e R e o AR SRR, macierzy A zawiera tylko trzy niezerowe wspélczynniki. Aby obliczyé

i-ty wiersz iloczynu, trzeba pomnozy¢ przez nie odpowiednie trzy wiersze
macierzy B i dodaé. Oczywiscie, wystarczy odnalezé i pomnozy¢ tylko niezerowe
wspolczynniki macierzy B w tych wierszach.

Rys. 6 Obie macierze i ich iloczyn bedziemy reprezentowac¢ za pomoca wykazdéw
niezerowych wspolczynnikéw. Wykaz jest tablica, ktérej kazdy element zawiera
indeksy wiersza i kolumny oraz niezerowy wspélczynnik na ich przecigciu.

Porzadkiem wierszowym wykazu wspotczynnikow macierzy nazwiemy

taka kolejno$¢ jego elementéw, ze elementy reprezentujace niezerowe
wspoélezynniki z kazdego kolejnego wiersza sa obok siebie (a w obrebie wiersza
elementy sa uporzadkowane dowolnie). W pierwszym kroku algorytmu

nalezy (np. za pomoca sortowania) uporzadkowaé¢ w ten sposéb wykazy

obu macierzy, A i B. Nastepnie tworzymy dwie tablice pomocnicze, ktérych
dtugosci sa o 1 wigksze od liczb wierszy tych macierzy. Kolejne elementy tablicy
pomocniczej sa indeksami uporzadkowanego wykazu, umozliwiajacymi szybki
dostep do elementéw reprezentujacych wspélezynniki kazdego wiersza (liczba
niezerowych wspolczynnikéow w wierszu jest réznica dwéch kolejnych indekséw
w pomocniczej tablicy, jej ostatni element razem z przedostatnim umozliwia
obliczenie liczby tych wspélczynnikéw w ostatnim wierszu).

Aby obliczy¢ iloczyn AB, przegladamy kolejne wiersze macierzy A. Dla
wspolczynnika a;, # 0 znajdujemy elementy reprezentujace niezerowe
wspOlczynniki w k-tym wierszu macierzy B. Dla kazdego takiego elementu,

w dodatkowej tablicy, zapamigtujemy trdjke liczb: indeks elementu
reprezentujacego wspolczynnik a;p, w wykazie A, indeks elementu
reprezentujacego wspotczynnik by; w wykazie B i indeks j odpowiedniej
kolumny macierzy B (czyli takze iloczynu). Majac wszystkie takie tréjki dla
i-tego wiersza macierzy A (i iloczynu), sortujemy ich ciag wzgledem indekséw
kolumn j. Po tym posortowaniu tatwo jest odnalezé odpowiednie wspotcezynniki
macierzy A i B i wykonaé dzialania na nich, poniewaz iloczyny, ktérych sume
trzeba obliczy¢, sa reprezentowane przez trojki znajdujace sie obok siebie. W ten
Sposob otrzymamy niezerowe wspotczynniki w i-tym wierszu macierzy AB,

a Scislej te wspolczynniki, ktére sa sumami niezerowych sktadnikow.
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Koszt tego algorytmu w istotny sposéb zalezy od uzytego algorytmu sortowania,
ale sa znane bardzo szybkie algorytmy sortowania, ktérych uzycie sprawia, ze
obliczenia pomocnicze zabieraja tylko kilka razy wiecej czasu niz same dziatania
na wspélczynnikach. Mozna tez opracowaé podobny algorytm, korzystajacy

z kolumnowego uporzadkowania wykazow.

Rysunkowe przedstawienie mnozenia macierzy wymyslit w latach

50. dwudziestego wieku Sigurd Falk, profesor politechniki w Brunszwiku.
Opisane wyzej przyklady nie wyczerpuja zastosowan tego wynalazku, ale
mam nadzieje, ze uzasadniaja jego warto$é, przy uzyciu kilku obrazkéw
i w przyblizeniu 1100 stéw.

Prawa prawdziwie naturalne

Umyst to wytwér mézgu. Budowa i funkcjonowanie mézgu czltowieka i innych
zwierzat jest wynikiem milionéw lat ewolucji. Aspektéw dziatania umystu,

na przyktad tego, co uwazamy za moralne, nie da si¢ zatem zrozumieé

bez wnikania w to, jak odpowiednie pojecia mogly sie w toku ewolucji
wytworzy¢ i zmienia¢. Oznacza to, ze kazda intelektualnie uczciwa préba
zrozumienia ludzkiej moralno$ci wymaga — précz jezyka historii filozofii —
zastosowania najnowszych osiagnie¢ neurobiologii, ewolucjonizmu i psychologii.

Wezesnymi probami w tym zakresie byly prace E.O. Wilsona, socjobiologa,
a dzieki wielu interesujacym ksiazkom, m.in. S. Pinkera, jezykoznawcy, proby

# Pauicia S. Churchland wyjadnienia ludzkiego zachowania w zarysowany wyzej sposéb zdobyly pewna
S ‘4 , . . . . .
’ . popularnosé, zwlaszcza w $rodowiskach racjonalistycznych. Nie bylo jednak
dotad w jezyku polskim publikacji, ktéra w sposob precyzyjny i przystepny
analizowalaby moralnosé z uwzglednieniem wspoélczesnej wiedzy o mézgu. Luke
te wypelnia wydana wlasnie ksiazka filozofki Patricii S. Churchland ,,Moralno$é¢

mozgu” (Copernicus Center Press).

77" Moralno$¢ mozgu

Con an moralnosc

Warunkiem niezbednym do méwienia o moralnosci jest wystepowanie wiezi
spolecznych. Churchland opisuje szczegdlowo, lecz interesujaco, budowe

i funkcjonowanie osrodkéw kary i nagrody w mozgu, a takze to, jak troska

o siebie, zapewniana poprawnym dziataniem tych o$rodkéw, moze sie uogdlnicé
na troske o innych. Réwnie dokladnie autorka wprowadza czytelnika w Swiat
mechanizméw dziedziczenia, a jej opis, jak zachowanie jest uwarunkowane przez
geny, niewatpliwie wywota nie lada wrazenie na tych, ktorym genetyka kojarzy
si¢ wyltacznie z Mendlem i jego groszkiem pachnacym.

Nie oznacza to bynajmniej, ze Churchland przyjmuje za dobra monete
wszystkie narracje na temat dzialania moézgu, jakie funkcjonuja w srodowisku
neurobiologéw — przeciwnie, jak na rasowego filozofa przystalo, stara sie

je krytycznie zanalizowa¢. Doskonalym przykladem jest kwestia znanych

od zaledwie 22 lat neuronéw lustrzanych, komoérek kory mozgowej aktywujacych
sie zar6wno w przypadku, gdy osobnik (malpa) wykonuje okreslony ruch, jak
i gdy obserwuje innego osobnika taki ruch wykonujacego. Ilez postawiono
dalekosieznych hipotez dotyczacych zaangazowania neuronéw lustrzanych

w percepcji stanéw umystowych innych ludzi oraz empatii! Churchland
konsekwentnie wskazuje na mielizny wnioskowania w przypadku tego typu
hipotez, starajac si¢ precyzyjnie okresli¢, gdzie znajduje si¢ granica miedzy
pewnym a prawdopodobnym oraz prawdopodobnym a dopuszczalnym.
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Wydaje si¢ zaskakujace, u jak wielu ludzi pokutuje kartezjanski poglad o roli
introspekcji w analizie umystu. Dla tych wszystkich — oraz dla kazdego,

kto chciatby wiedzie¢, jak dziala Swiat — $wietnie napisana i doskonale
udokumentowana ksiazka Patricii S. Churchland powinna by¢ lektura
obowiazkowa.

Fwelina KNAPSKA

Pracownia Neurobiologii Emocji, Instytut Biologii Doswiadczalnej im. M. Nenckiego PAN w Warszawie
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