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Gdy chcemy cos badaé, rozsadnie jest upewnic sie, ze to co$ istnieje.

Fuklides w IIT wieku p.n.e. pokazal, jak tworzy¢ matematyczna
rzeczywisto$¢ na drodze aksjomatycznej. Istnieja, oczywiscie, inne sposoby
pomnazania matematycznych bytéw i uzasadniania ich poprawnosci.

Problemy istnienia stanowig nieodtaczna cze$¢ matematyki i czasem
wplywaja na jej rozwéj. Wystarczy przypomnie¢ historie poszukiwania
odpowiedzi na pytania starozytnych Grekéw o istnienie konstrukeji
platonskiej podwojenia sze$cianu, kwadratury kota, trysekcji kata.

W podstawach matematyki niezlego zamieszania narobity pytania o to, czy
istnieje zbidr wszystkich zbioréw, czy istnieje zbiér ztozony ze wszystkich
zbioréw, ktére nie sa swoimi elementami. Otwarte pytania w rodzaju — czy
istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych postaci p i p + 27 — nadal
inspirujg matematykéw.

Na poczatku XX wieku rozliczne zastosowania réwnan (rézniczkowych,
catkowych) skupily uwage na nastepujacych problemach:

(1) Czy réwnanie ma rozwiazanie? Ile jest rozwiazan?
(2) Gdzie rozwiazania sa zlokalizowane? Jaka jest ich struktura?
(3) Jak te rozwiazania wyznaczy¢?

Odpowiedziag matematykow byly dwa spektakularne twierdzenia o punktach
stalych (punkt staly przeksztalcenia F' : M — M to taki punkt x € M,

ze F(x) = z). Sformutujemy je dla przestrzeni euklidesowych (R™, d),

gdzie d jest metryka. Nalezy podkresli¢, ze ten rezultat nie przenosi sie

do przestrzeni o nieskonczonym wymiarze.

Twierdzenie 1 (Luitzen Brouwer, 1911 r.). Niech B C R™ bedzie domknietq
kulg jednostkowq. Kazde przeksztalcenie ciggle F': B — B ma punkt staly.

Twierdzenie 2 (Stefan Banach, 1922 r.). Przeksztalcenie F' : R — R”
nazywamy zwezajgcym, gdy istnieje taka stala k € [0,1), ze dla wszystkich
z,y € R™ zachodzi

d(F(z), F(y)) < k- d(z,y).

Kazde przeksztalcenie zwezajgee F': R™ — R™ ma dokladnie jeden punkt
staty x* 1 granicg iteracji funkcji F' dla kazdego y € R™ jest wiasnie
ten punkt.

Sformulowania tych twierdzen sa optymalne. Antypodyczne przeksztalcenie
pierscienia F'(p) = —p (rys. 1), przeksztalcenie kota bez brzegu

F(z) = 4(z +e1) (rys. 2), izometria F: R — R, F(z) =2 + 1,
przeksztalcenie F(x) = n(1 + e®), x € R, ktére spelnia warunek

d(F(z), F(y)) < d(z,y) dla = # y (ale nie istnieje taka uniwersalna stala k,
dla ktérej bylby spelniony warunek z twierdzenia Banacha), nie maja
punktow statych.

Dziatanie tych twierdzen pokazemy na szkolnych zadaniach.

Zadanie 1. Udowodni¢ zbieznosé¢ ciagu utamkéw tancuchowych

1 1
2, 2+, 24 ——, 24+ ——7—
) ) 1 ) 1 )
2 2+ 24+ ——
24 =
+ 2
Rozwazany ciag zapisujemy rekurencyjnie: x1 = 2, x,, = 2 + ,n=23,...
Tn—1
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7 oszacowan ri < %, T9 < % oraz z warunku

1
tn=24+———, n=34,..,
2+

Tn—2
wynika, ze 2 < z, < % dla kazdegon =1,2,...
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Poniewaz przeksztalcenie F(z) = 2 4+ 1 odwzorowuje przedzial [2, 3] w siebie

i jest zwezajace,
1 1 1
Fl)—F@) == -2 = — |z —9y| < |z —
F@) = )l = |7~ 5| = olo =] < gl =l

wiec na podstawie twierdzenia Banacha F' ma dokltadnie jeden punkt staly
¥ = limy, o0 Tp, gdzie z, = F(xy,_1) =2+ %_1, n > 2. Rozwigzujac

1

réwnanie z* = 2 + :%*7 otrzymujemy z* = 1 + /2.

Uwaga. Kazda liczba niewymierna ma dokladnie jedno rozwiniecie na utamek
tancuchowy arytmetyczny (wszystkie liczniki sa réwne 1) nieskonczony:

1
ao—l——lzzag—f—l/al—i—l/az—i—l/...

“t
az + —

Leonhard Euler wykazal, ze
e=2+4+1/1+1/24+1/1+1/1+1/44+1/1+...+1/1+1/2k+1/1+ /...

Dla liczby 7 takie rozwiniecie nie jest znane! Wiadomo jedynie, jaka jest
warto$é ay dla k < 5821569425 (Eric Weisstein, 2011 r.):

T=34+1/T+1/154+1/1+1/2924+1/1+1/1+1/24+1/3+1/1+1/14+ /...

Od wiedzy, ze ,,co$” istnieje, do wiedzy, jak to ,co$” wyglada, droga czasem
jest bardzo dluga (jesli w ogéle mozna ja przebyd).

Zadanie 2. Na plaszczyznie euklidesowej danych jest n > 2 prostych
l1,l2,...,l,. Niech A; € [1. Rzut prostopadly punktu A; na prosta o
wyznacza punkt As € lo, rzut prostopadly punktu As na prostg ls wyznacza
punkt As € I3, itd. Rzut prostopadly punktu A,, € [,, na prosta l; wyznacza
punkt A, .1 € l. Czy istnieje taki punkt Ay € Iy, ze A1 = Apy1?

Jesli proste 1, 1o, . . ., 1, sa réwnolegle, to kazdy punkt A; € [; spelnia warunki
zadania. Gdy istnieje para kolejnych prostych I i l;41, ktore nie sa réwnolegte,
to rzutowanie prostopadle [, na ;41 jest przeksztalceniem zwezajacym (rys. 3)
|P(a) — P(b)| = |a — b| - cos av.
W tym przypadku przeksztatcenie F': 11 — 1, opisane w zadaniu, jest
zwezajace ze stalg k = cosy, gdzie v € [0, %) jest miara jednego z katéw
miedzy dwiema kolejnymi nieréwnolegtymi prostymi. Zatem na podstawie
twierdzenia Banacha istnieje taki punkt Ay € Iy, ze A} = A,41.

Kolejne zadanie jest (chyba?) trudniejsze. Skoro latwo wskazaé
przeksztalcenie ciagle kota z dziura (pierscienia) na siebie bez punktu
stalego, to dla kota z wieksza liczbg dziur. ..

Zadanie 3. Niech D,, oznacza figure domknieta otrzymang z kota,
w ktérym zrobiono n > 2 dziur (rys. 4). Wskazaé przeksztalcenie ciagle
zbioru D,, na siebie bez punktu statego.

Rozwiazanie jest na odwrocie tej kartki, ale najpierw sprobuj rozwiazaé je sam.
* * *

Zastosowania twierdzen Brouwera i Banacha w zaawansowanych

dzialach matematyki, m.in. w teorii rownan rézniczkowych, catkowych,

przyczynily sie do pojawienia si¢ kolejnych wynikéw Juliusza Schaudera,

Solomona Lefschetza, Karola Borsuka i wielu innych. Doprowadzito to

do powstania uzytecznej teorii punktéw statych, na ktora dzisiaj mozna

patrze¢ z topologicznego lub metrycznego punktu widzenia.
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Rozwigzanie zadania 3. Oznaczmy przez O srodek
kota D,,. Jezeli n > 3, to za sprawa przeksztalcenia
homeomorficznego mozemy przyjac, ze dziury sa koltami
tej samej wielkosci, érodek jednego z nich pokrywa sie
ze $rodkiem kota D,,, a érodki pozostatych (n — 1) két
(= dziur) rozmieszczone sa symetrycznie wzgledem
punktu O lub sa wierzchotkami (n — 1)—kata foremnego
(rys. 5). Obrét figury D,, wokét punktu O o kat %
przeksztalca w sposéb ciggly figure D,, na siebie

i przemieszcza kazdy punkt figury D,,.

Gdy dziury sa dwie, mozemy postapié¢ inaczej.

Figurze Dy nadajemy ksztalt sfery (rys. 6) z trzema
kolistymi dziurami tej samej wielkosci, ktorych srodki
znajduja sie na réwniku i leza w wierzchotkach tréjkata
réwnobocznego (ponownie korzystamy z przeksztalcen
homeomorficznych). Tak otrzymana powierzchnia jest
symetryczna wzgledem plaszczyzny réwnika IT. Zlozenie
symetrii wzgledem ptaszczyzny II z obrotem sfery
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Rys. 6

jasnosé

czas

Rys. 1. Podczas za¢mienia dysk planety
zastania cz¢éé¢ gwiazdy, co powoduje
czasowe zmniejszenie jasnosci gwiazdy.

Jedna z pierwszych odkrytych planet
pozastonecznych, 51 Pegasi b, znaleziona
w 1995 roku przez Michaela Mayora

i Didier Queloza z Obserwatorium
Genewskiego, okazala si¢ gazowym
gigantem o temperaturze powierzchniowej
ponad dwukrotnie wyzszej niz na
jakiejkolwiek planecie w Uktadzie
Stonecznym (ponad 1500 K), obiegajacym
podobng do Stonca gwiazde 51 Pegasi

w ciggu zaledwie 4 dni. W pézniejszych
latach znaleziono wigcej tego rodzaju
planet i ukuto dla nich wspélng kategorig
»goracych Jowiszéw” .

*doktorant w grupie egzoplanetarnej,
Open University w Milton Keynes,
Wielka Brytania

o kat %’r wokél osi [ L IT i przechodzacej przez Srodek
sfery przeksztalca figure Dy na siebie, przemieszczajac
jej kazdy punkt.

Odkryj wlasng egzoplanete
Jakub BOCHINSKI®

Zaémienia Stonca towarzysza nam od zarania dziejéow. Juz w czwartym
wieku przed nasza era chinski astronom Shi Shen zauwazyl, ze da sie
powiazaé je z pozycja Ksiezyca na niebie i tym sposobem przewidywac tego
rodzaju wydarzenia. W dzisiejszych czasach za¢mienia odlegtych gwiazd
pomagaja astronomom w poszukiwaniu i badaniach cial niebieskich poza
Uktadem Stonecznym.

W trakcie zaémienia dysk planety (lub innego ciala niebieskiego) zastania czesé
macierzystej gwiazdy, zmniejszajac czasowo jej obserwowana jasnosé. Jako ze
wiekszos¢ cial niebieskich krazy po stalych orbitach, zaémienia te powinny

by¢ obserwowalne w stalych odstepach czasowych. Oczywiscie, zeby za¢mienie
w ogble moglo mie¢ miejsce, gwiazda macierzysta, orbita poszukiwanej

planety i nasza Ziemia musza znajdywacé si¢ w jednej plaszczyznie. Szanse

na taka konfiguracje sa niskie (okolo 10% dla wiekszosci goracych Jowiszéw

i mniej niz 1% dla planety takiej jak Ziemia), wiec naukowcy szukajacy
egzoplanet metoda za¢mieniowa obserwuja tysiace gwiazd jednoczesnie,

by zwiekszy¢ szanse dokonania odkrycia.

Dotychczas metoda zaé¢mieniowa przyczynita sie do odkrycia ponad 300
egzoplanet. Wiekszos¢ odkry¢ zostala dokonana przez zaledwie dwie grupy
naukowcow: jedna zwigzana jest z amerykanska sonda kosmiczna Kepler, a druga
z europejskim konsorcjum uniwersytetow SuperWASP. Obie grupy staraja

sie obserwowaé mozliwie duza liczbe gwiazd jednoczesnie, cho¢ wykorzystuja
do tego zupelnie rézne techniki. Kepler koncentruje si¢ na jednym fragmencie
nieba, obserwujac 150 tysiecy gwiazd wzdhuz galaktycznego Ramienia Oriona
(w ktorym lezy tez nasze Stofce), az do odleglosci okolo 3000 lat $wietlnych

od Ziemi. SuperWASP zbiera dane, korzystajac z szesnastu malych teleskopow
umiejscowionych w dwoch grupach na péinocnej i poludniowej pétkuli Ziemi.
Obie grupy teleskopéw, pracujac wspolnie, sa w stanie sfotografowaé cate nocne
niebo w ciagu zaledwie siedmiu minut, obserwujac setki tysiecy jasnych gwiazd
do odlegtosci okoto 1000 lat $wietlnych. W zargonie astronomicznym pierwsza
grupa naukowcéw szuka planet ,wasko i gteboko” a druga ,szeroko i ptytko”.
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