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Rozwigzanie zadania M 1410.

Mamy as =1 Bl — 1,

as = 1¥1 + 1¥1 = 2, Oczywiscie, dla
kazdego n zachodzi a, > 1, a wiec
réwniez r,L;1 < an. W takim razie dla
n > 4 mamy

11
L+l4 o+ — 4o+ <

4 4 Anp—1

<an<1+14+24+as+...+an—1.

Z drugiej nieréwnosci mozemy przez
tatwy dowdd indukcyjny wyprowadzié

» on—2 >
wlasnosé a,, < 2" dla n > 2. Wéwczas
jednak pierwsza nieréwnosé daje

oszacowanie
> 5 1 1 1 B
2014 /2+§+2—2+~-~+m7
1
T 92011

Wartodé 3 — 27208 jest osiggana
przez asoia dla ciaggu okreslonego przez
warunek ap = 2k=2 dla k < 2013.
Faktycznie wéwczas
an =a1 + ...+ an—1
dla n < 2013, oraz
-1 —1
a2014 = a;  + ...+ Qyg13;

wigc cigg ten spelnia warunki zadania.

*Uniwersytet w Bayreuth;
Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Algorytm to sposéb rozwigzania pewnego problemu. Informatyka i matematyka
od dawna badaja réznego rodzaju problemy, szukajac dla nich algorytmoéw,
najczesciej mozliwie szybkich. My jednak tym razem postapimy wrecz
przeciwnie: zajmiemy si¢ algorytmami wyjatkowo wolnymi.

Najpierw wypada powiedzieé, ze istnieja problemy, dla ktérych w ogdle

nie istnieje algorytm, ktéry je rozwiazuje. Nie tylko nie znamy ani jednego,

ale nawet potrafimy udowodnié, ze zadnego nie ma. Takie problemy nazywa

sie nierozstrzygalnymi; najstawniejszy to problem stopu. Formuluje si¢ go tak:
dany jest pewien algorytm i nalezy stwierdzi¢, czy program, ktoéry bedzie go
realizowal, kiedys sie zatrzyma. Nierozstrzygalno$é¢ tego problemu oznacza wiec,
ze nie istnieje zaden ogdlny sposéb, zeby stwierdzi¢, czy program, ktéremu
wtlasnie si¢ przygladamy, zatrzyma si¢ w pewnym momencie czy tez bedzie
pracowal w nieskoniczono$c.

Tym razem zajmiemy sie¢ jednak metoda konstruowania algorytmow dla
problemdw, ktére co prawda mozna rozwiazaé, ale nie istnieje dla nich zaden
algorytm dziatajacy w jakimkolwiek rozsadnym czasie. O takich problemach
mowimy, ze nie sa pierwotnie rekurencyjne. Mozna $miato stwierdzié, ze sa one
prawie nierozstrzygalne — na granicy mozliwosci rozwiazania. Zeby lepiej wyobrazié¢
sobie, jak dziwne musza by¢ takie zagadnienia, sprecyzujmy, co rozumiemy przez
problem, ktéry nie jest pierwotnie rekurencyjny. Powiedzmy, ze dane wejSciowe
sa wielkosci n, jedli maja n bitow — w tym sensie, na przyklad, liczba

2014 = 210 429 428 1 27 1 26 1 2% 1 23 1 92 1 21 — (11111011110)5
da sie zapisa¢ na 11 bitach, czyli ma wielkos¢ 11.

Zdefiniujmy teraz funkcje fi : N — N, gdzie k przebiega zbior liczb naturalnych.
Przyjmujemy fi(n) = n + 2 oraz

Jr() = fre1(fe—1(fa—1(... (2))))

n—1

dla k > 2. Czyli

.22
n 2% :
fa(n) =2n,  f3(n)=2", fa(n)=2 itd.

n
Mozna sobie tylko probowaé wyobrazi¢, co dzieje si¢ dalej. Funkcje, dla ktorych
istnieje oszacowanie z géry przez pewna funkcje C - fi (dla C, k € N), nazywamy
funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Zatem funkcje, ktére nie sa pierwotnie
rekurencyjne, to takie, ktore rosna jeszcze szybciej niz funkcje fi. Przykltad
funkcji, ktéra nie jest pierwotnie rekurencyjna, to funkcja F(n) = f,(n). Czytelnik
Whikliwy moze sie przekonaé, ze istotnie dla kazdej funkcji C' - fj, istnieje takie n, ze
F(n) > C - fr(n). Podobnie definiuje sie inny znany przyklad: funkcje Ackermanna.

Powiemy tez, ze problem nie jest pierwotnie rekurencyjny, jesli nie istnieje zaden
algorytm dla tego problemu, ktéry dla kazdych danych wielkosci n wykonuje

co najwyzej C - fr(n) operacji dla pewnych C, k € N. O dziwo, znamy jednak
techniki, ktore pozwalajg nam projektowacé algorytmy dzialajace w czasie
nieograniczonym przez funkcje pierwotnie rekurencyjna. Najpierw przedstawmy
jednak gléwnego bohatera, czyli badany problem.

Bedziemy rozwazaé¢ wektory skladajace sie z n liczb naturalnych, czyli elementy
zbioru N". Dany jest wektor poczatkowy v, € N", wektor konicowy v, € N"
oraz skonczony zbiér wektoréw krokowych K C Z". Zwréémy uwage na to,

ze w wektorach krokowych dopuszczamy ujemne wspdirzedne! Pytanie brzmi:
czy mozemy w skonczonej liczbie ruchéw doj$é z punktu v, do punktu vy, o ile
mamy do dyspozycji nastepujace ruchy:

1. dodanie wektora krokowego, o ile to nie spowoduje, ze wyjdziemy poza N":
vi— v+, gdzie v € K, v+v € N%

2. zmniejszenie ktérejs wspodlrzednej, o ile to nie spowoduje, ze wyjdziemy poza N™:
(X1, Tn) = (T, Tim1, T — € Tig 1,y .-, T ), gdzle z; > ¢, c € N.

Jedli istnieje takie przejscie, to nazwiemy je Sciezkq z vy, do vy.
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Rozwigzanie zadania F 848.
Nachylenie drogi powoduje zmniejszenie
sity nacisku N

opon na podtoze

do warto$ci N = mg cos «, gdzie m to
masa samochodu, a g przyspieszenie
ziemskie. Maksymalna wartos¢é sity

tarcia T wynosi wigc T' = fmgcos a.

Jednoczesnie pojawia sie sitla zsuwajaca
F = mgsin o przeciwdzialajaca sile
tarcia. Hamowanie (zmniejszenie
predkosci) mozliwe jest tylko, gdy
fcosa > sin a. Podczas hamowania
od predkosci v do zatrzymania
samochéd porusza si¢ z opdznieniem
a = fgcosa — gsina i przebywa droge
sla) = ——2
2g(f cosa — sin «)
a wiec s(a) > 2s(0), gdy
f(2cosax — 1) < 2sina.

Po skorzystaniu ze znanych tozsamosci

Dla powyzszego problemu mozna podaé algorytm dzialajacy w czasie rzedu 22"
(czyli ten problem jest pierwotnie rekurencyjny). Ale wlasnie ten przyklad
Swietnie ilustruje techniki, za pomoca ktérych rozwiazuje si¢ nawet duzo
trudniejsze problemy, w tym takie, ktore nie sa pierwotnie rekurencyjne.

Na poczatek przedstawimy nasze gltéwne narzedzie: lemat Dicksona. Powiemy,

ze wektor v = (21,...,xz,) jest mniejszy lub réwny niz wektor v’ = (2, ..., 2)),
jesli z; <z} dla kazdej wspélrzednej ¢ € {1,...,n}; piszemy wtedy v < v'.
Lemat 1 (Dicksona). Niech v',v?,... bedzie nieskoriczonym ciggiem wektoréw

z N". Wowczas istniejg pewne dwa indeksy i < j, takie, ze vt < vJ.

Algorytm sprawdzajacy, czy istnieje éciezka z v, do vy, sktada sie z dwdch procedur
dzialajacych réwnoczesnie (lub — jak kto woli — wykonujacych kroki na zmiang).
Pierwsza — nazwijmy ja pozytywna — usiluje znalezé Sciezke z v, do vy, (czyli
konstruktywny dowdd na to, ze taka istnieje), druga natomiast — nazwijmy ja
negatywna — prébuje znalezé dowdd, ze nie ma zadnej $ciezki z v, do vy. Istotne
jest, zebysmy dobrze zaprojektowali obie procedury: jesli szukana $ciezka istnieje,
to procedura pozytywna musi w pewnym momencie ja znalezé, a jesli Sciezka

nie istnieje, to procedura negatywna ma w pewnym momencie otrzyma¢ dowod tego
faktu. Wowczas w kazdym przypadku jedna z procedur sie zatrzyma i nasz algorytm
zakonczy sie, zwracajac wlasciwa odpowiedz. Zauwazmy, ze a priori nie mamy
zadnego oszacowania na to, kiedy program zakonczy dzialanie, i dla niektérych
probleméw rzeczywiscie oczekiwanie na ten moment bedzie trwaé¢ bardzo dlugo.

Zaprojektowanie procedury pozytywnej jest tatwe. Po prostu sprawdzane sa
wszystkie mozliwe ciggi ruchéw, zaczynajac od najkrétszych, a potem przeglada
sie coraz dluzsze. Dla kazdego z nich testujemy, czy moze przypadkiem prowadzi
on z v, do v i nie powoduje nigdzie po drodze zejécia ponizej zera.

Problem lezy w konstrukcji procedury negatywnej. Jak w ogdle moze wygladaé
dowdd nieistnienia $ciezki miedzy danymi punktami? Rozwazmy zbior V' wszystkich
takich wektoréw v, ze istnieje z nich $ciezka do wektora koncowego vy. Zauwazmy,
ze zbior V jest zamkniety w gére: jesli v € V oraz v < v’ dla pewnego wektora v,
to réwniez v’ € V. Istotnie, mozemy bowiem z v tatwo doj$¢ do v (zmniejszajac
niektére wspélrzedne), a stad do vy. Jezeli z v, nie da sie dojsé¢ do vy, to zbidr V
spelnia nastepujace warunki:

ev, ZV, v, eV,
o V jest zamkniety w gore;
e nie da sie wejs¢ spoza V do V.

Taki zbiér nazwiemy separatorem. Dodatkowo, zauwazmy, ze jesli istnieje
jakikolwiek separator, to nie da si¢ doj$¢ z v, do vi. Tu wlasciwie wystarczy
tylko pierwszy i trzeci warunek, drugi przyda si¢ jedynie do szukania separatora.
Podsumowujac, separator istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma Sciezki z v,
do vg. Procedura negatywna bedzie zatem szukala separatora.

Jak to zrealizowa¢? Nie mozna przeciez przeszukiwaé wszystkich zbioréw
wektoréw. Po pierwsze, taki zbiér moze byé nieskonczony (czyli nie damy rady
zapamietaé wszystkich elementéw). Poza tym nie da sie wszystkich zbioréw
ustawi¢ w ciag i posprawdzaé po kolei (jest ich nieprzeliczalnie wiele) i wlasciwie
nie wiadomo, jak testowaé¢ warunek drugi i trzeci. Musimy koniecznie znalezé
przynajmniej jaki$ sposéb zapamietania takiego zbioru w skonczonej pamieci.
Teraz wtasnie przychodzi nam z pomoca lemat Dicksona.

Rozwazmy zbiér minimalnych wektoréw danego separatora — wektor minimalny
to taki, ze separator nie zawiera elementéw mniejszych od niego w porzadku <.

trygonometrycznych nierownosé te mozna - Dzjeki lematowi Dicksona wiemy, ze jest ich skonczenie wiele. Przypusémy

sprowadzi¢ do postaci

342 « 4 « ] 0

g2 — 4+ —tg — —

otg B + 7 tg 5 > 0.
Dla suchej nawierzchni f ~ 11 f = 0,3
na nawierzchni mokrej (guma po
betonie). Prowadzi to do warunkéw:
a > 24,3° na suchej nawierzchni
i a > 8,4° na nawierzchni mokrej.

bowiem, ze mamy nieskoniczenie wiele wektoré6w minimalnych. Ustawiamy
je w cigg v',v?,... i z lematu Dicksona dostajemy, ze v < v’ dla pewnych
indekséw i < j. Mamy sprzecznoéé z minimalnoécia v7! Zatem kazdy separator
sktada sie ze skoficzenie wielu elementéw minimalnych v!, 22, ..., v7 oraz
wszystkich wektoréw wiekszych od ktéregos z nich. Mozemy go zatem

reprezentowaé poprzez zbior {v!, ... v}
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Rys. 1

Rys. 2

Procedura negatywna przeszukuje wiec wszystkie skoniczone zbiory wektorow
{vl,...,v7} i sprawdza, czy zbiér wszystkich wektoréw wigkszych od ktéregos

z nich nie jest separatorem. Z podanych powyzej trzech warunkéw drugi

jest spelniony zawsze. Pierwszy sprawdza si¢ tatwo, wystarczy poréwnaé
wspolrzedne wektoréw v, vy, 1 wektoréw reprezentujacych separator. Trzeci
rowniez mozna rozstrzyga¢ w miare nietrudno — Czytelnik Ambitny moze $miato
sprobowaé¢ to udowodnié.

Tym samym zakonczyliSmy opis obu procedur, a wiec i algorytmu.
Najistotniejszym spostrzezeniem byto, ze elementéw minimalnych w separatorze
jest skonczenie wiele. To typowa sytuacja: kluczem do zaprojektowania
algorytmu, ktéry zawsze sie zatrzymuje, ale, by¢ moze, dziala bardzo wolno, jest
obserwacja, ze pewien obiekt pojawiajacy sie w analizie problemu jest skonczony.
Do otrzymywania takich wynikéw nadaje sie znakomicie lemat Dicksona lub
nastepujacy lemat Higmana, stosowany w przypadku sléw, a nie wektordw.

Lemat 2 (Higmana). Niech w',w?,... bedzie nieskoriczonym ciggiem stéw nad

skoriczonym alfabetem. Wéwczas istniejq takie indeksy i < j, zZe slowo w" zawiera
sie w stowie w? (czyli cigg liter stowa w* jest podciggiem ciggu liter stowa w?).

Na pierwszy rzut oka wida¢ podobienstwo do lematu Dicksona. Tak naprawde
oba te lematy sa szczegdlnymi przypadkami pewnych bardziej ogdlnych
twierdzen. To juz jednak temat na zupelnie inng opowiesc.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1408. Udowodnié, ze dowolna liczba rzeczywista x spelnia nieréwnosé
|z 4 1] + |z 4+ 2| + ... + |= + 2014| > 10072

Rozwiazanie na str. 5

M 1409. Na zewnatrz tréjkata ABC dane sg punkty P, @, R (rys. 1) wyznaczone
przez warunki

ABCP =<4CBP =15°, <BAR=<CAQ =30°, <XABR=<ACQ = 45°.

Udowodni¢, ze odcinki PQ i PR sa rowne i prostopadle.
Rozwiazanie na str. 10

M 1410. Rozpatrujemy takie ciagi (a,)52;, ze a3 = 1 oraz, dla kazdego n > 2,

1 1
anzaf —|—...—|—a§_1

dla pewnego wyboru znakéow +, — w wykladnikach. Znalez¢ najmniejsza
mozliwa warto$é¢ asgp14.
Rozwiazanie na str. 6

Przygotowali Michat NAWROCKI i Andrzej MAJHOFER

F 847. Jak wiadomo, niespolaryzowane $wiatlo nie przechodzi przez uktad
dwéch skrzyzowanych pod katem prostym polaryzatoréw liniowych. Jezeli jednak
pomiedzy te polaryzatory wstawimy pod odpowiednim katem trzeci polaryzator
liniowy (rys. 2), to $wiatlo nie bedzie wygaszane. Przyjmijmy, ze o polaryzacji
wstawionego polaryzatora tworzy kat ¢ z osia pierwszego polaryzatora. Jak zalezy
natezenie $wiatta przechodzacego przez taki uklad polaryzatoréw od kata ¢?

Dla jakiego kata ¢ bedzie ono najwieksze, a dla jakiego najmniejsze?
Rozwiazanie na str. 11

F 848. Przy jakiej wartosci a kata nachylenia drogi do poziomu dhugoéé¢ drogi
hamowania zjezdzajacego samochodu rosnie ponad dwukrotnie w poréwnaniu
z hamowaniem na odcinku poziomym? Przyjmujemy, ze wspdlczynnik tarcia
opon o asfalt wynosi f.

Rozwiazanie na str. 7
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