1. W Kratkowie ulice prowadza tylko z péinocy na potudnie lub z zachodu
na wschéd, a odstepy pomiedzy kolejnymi przecznicami sg réwne jednej kratce.

@ \ 6 1 Szukamy najkrétszej mozliwej drogi ulicami z punktu A do punktu B (rys. 1).

Ktoredy nalezy i8¢ i ile jest réznych drég do wyboru?
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3. Bilet do kina kosztuje 10 zt, w kasie jest duzo biletéw i nie ma pieniedzy. W kolejce
stoi, w przypadkowej kolejnosci, n oséb z banknotami 10 zt oraz k oséb posiadajacych
jedynie banknot 20 zl, przy czym n > k. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
kasjerowi w trakcie obstugi nie zabraknie reszty do wydawania?

Rozwigzania

77777 ! lT R1. Najkrétsze drogi prowadza na péinoc lub na wschéd (rys. 1). Wszystkie sa
k dtugosci n + k, gdyz kazda ma lacznie n kratek na wschéd i k na péinoc.

Kazda taka droge mozna utozsamic z jej opisem — ciggiem zawierajacym
A n znakow E oraz k znakéw N kodujacym, czy na kolejnym skrzyzowaniu nalezy
i8¢ na péinoc (N), czy na wschéd (E). Najkrétszych drég jest wiec tyle, ile
Rys. 1. Dwie z najkrétszych drég takich ciagdw, czyli (”Zk), bo na tyle sposobéw mozna wybraé, na ktérych
zAdo Bt ENNENEETNEEEENN. — p oh0616d wszystkich n + k miejsc ciagu ma by¢ znak E. O

n R2. 7 zadania 1 wiemy, ze liczba najkrétszych drog ,po kratkach” z lewego

dolnego do prawego gérnego rogu kwadratu n x n réwna jest (”':b”) = (27?)

Co

! ! Wyznaczmy te sama liczbe inaczej. Kazda z takich drég musi przejéé przez
1--@--Sssees doktadnie jeden z n kolorowych punktéw Cy, Cy,...,C, z rysunku 2. Liczba
- najkrétszych drég z A do B przechodzacych przez C; jest iloczynem liczby
SR IR | P najkrétszych drég z A do C; i liczby najkrétszych drég z C; do B, czyli —
P z zadania 1 — réwna jest
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Stad liczba wszystkich najkrétszych drég z A do B réwna jest

n n 2
(ﬂil) = (?), bo wybér i elementéw z n A 7 n—i) ‘ 7 ’
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réwnowazny jest odrzuceniu pozostalych 9
n — i elementéw. co konczy dowdd na mocy poczatkowej obserwacji, ze drég tych jest (:) O

R3. Zilustrujmy kolejke jako pewng droge o n + k krokach: w danym kroku
idziemy w prawo, jesli klient ma 10 zt, lub w gore, jesli ma 20 zl. Aby kasjerowi
nie zabrakto reszty, liczba wreczonych mu banknotéw 20 zt nigdy nie moze
przekroczyé¢ liczby banknotéw 10 zt, ktére do tego momentu dostal. Innymi
stowy, droga jest dobra, jesli nie dotyka kolorowej prostej m z rysunku 3.
Policzmy, ile jest zlych drog.

Niech dana zla droga pierwszy raz dotyka prostej m w punkcie C' = (1,1 + 1) (rys. 3).
Jej czesé od punktu A = (0,0) do punktu C odbijmy symetrycznie wzgledem
prostej m, uzyskujac pélodbicie zlej drogi — nowa droge prowadzaca tylko w prawo
lub w gére od punktu A’ = (—1,1) do punktu B = (n, k). Kazda zta droga ma inne
potodbicie. Ponadto kazda najkrétsza droga z A’ do B przecina prosta m, wiec
jest pétodbiciem pewnej ztej drogi. Stad ztych drég jest tyle, ile ich pélodbié, czyli
Rys. 3. Punkt (z,y) — kasjer dostal juz  paikrétszych drég z A’ do B, a wiec, na mocy zadania 1,

x banknotéw po 10 zt i o 20 zl.
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Wiszystkich najkrétszych drég z A do B jest (”Zk), wiec liczba dobrych drég to

(n+k> <n—|—k) B n+1—k<n—|—k)
Liczba dobrych drég dla n = k, czyli n n+1 n+1 n

L (2) to tzw. n-ta liczba Catalana. & prawdopodobienstwo, ze kasjerowi nie zabraknie reszty, réwne jest
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