Zloty podzial w sortowaniu
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Zloty podzial odcinka, zwany tez ztota proporcja, jest
doskonale znany. Okazuje sie, ze podobna wlasnosc¢
mozna sformutowaé dla problemu sortowania. Niech

P = (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym,
czyli zbiorem X wyposazonym w relacje czesciowego
porzadku = C X x X, spelniajacg warunki:

(zwrotno$é) z < x dla kazdego = € X;

(przechodnio$é) jesli x <y iy =< z, to # < z dla kazdych
z,y,2 € X;

(antysymetrycznosé) jesli « <y iy <z, to z =y dla
kazdych z,y € X.

Zbiorem liniowo uporzgdkowanym nazywamy zbior
cze$ciowo uporzadkowany, w ktorym kazde dwa
elementy sa poréwnywalne, czyli spelniony jest
dodatkowy warunek:

(spojnosé) x = y lub y < x dla kazdych z,y € X.

Rozszerzeniem liniowym zbioru czedciowo
uporzadkowanego P = (X, <p) nazywamy kazdy zbiér
liniowo uporzadkowany @ = (X, =), ktéry zachowuje
relacje porzadku, czyli Xp C <. Rozszerzenie liniowe
utozsamiamy z permutacja elementéw zbioru X.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé tylko zbiory
skoniczone. Dla przykladu niech X = {a,b,c}. Totalnym
nieporzadkiem na tym zbiorze jest zbior czesciowo
uporzadkowany Py = (X, <), taki ze nie zachodzi

z <o y dla dowolnych réznych x,y € X. Py ma sze$é¢
rozszerzen liniowych:

(a,b,¢), (a,c,b), (bya,c),(b,c a),(c,a,b),(cb, a).

Sortowanie zbioru czesciowo uporzadkowanego
polega na zadawaniu pytan o relacje miedzy

jego elementami w celu wybrania jednego z jego
rozszerzen liniowych. Niech Py = (X, <) bedzie
zbiorem czeéciowo uporzadkowanym, ktéry chcemy
posortowac. Jesli na pytanie o elementy x i y
uzyskamy odpowiedz, ze x = y, to rozszerzamy
relacje < o te informacje. Wynikiem jest nowa
relacja <5 i nowy zbidr czeSciowo uporzadkowany
P, = (X, <5). Formalnie relacja <, jest
domknieciem przechodnim relacji <y uzupelnionej
o poréwnanie x < y.

Domkniecie przechodnie relacji dwuargumentowej o na zbiorze X

jest to najmniejsza (w sensie inkluzji) relacja przechodnia o’
na zbiorze X, taka ze o C o’.

Sortowanie konczy sie, gdy w wyniku zadawania
kolejnych pytan otrzymamy zbiér liniowo
uporzadkowany. Oczywiscie, nie ma sensu zadawanie
pytania, na ktoére znamy odpowiedz, czyli pytania

o relacje miedzy elementami x i y, jesli z <7 y lub

y =1 z. Dla zachowania $cistodci przyjmujemy, ze

po zadaniu takiego pytania relacja nie zmienia sie.
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Wréémy do naszego przykladu tréjelementowego
zbioru X i totalnego nieporzadku na nim. Chcac go
posortowac, mozemy zada¢ pytanie o relacje miedzy
elementami a i b. Jesli odpowiedzia jest a < b, to nadal
mozliwe sa rozszerzenia liniowe

(a,b,c), (a,c,b), (c,a,b).
Jedli natomiast odpowiedz brzmi b < a, to pozostaja
rozszerzenia liniowe

(b,a,c), (b, c,a),(c,b,a).

Zauwazmy, ze wykonanie poréwnania dzieli zbior
rozszerzen liniowych na dwa roztaczne podzbiory.
Niech e(P) oznacza liczbe rozszerzen liniowych zbioru
czesciowo uporzadkowanego. Latwo zauwazy¢, ze

dla dowolnego zbioru czesciowo uporzadkowanego P
jesli P’ 1 P” oznaczaja rozszerzenie P odpowiednio

o warunek z <y iy <z, to e(P) = e(P') + e(P")

i przynajmniej jedna z wartosci e(P’) lub e(P") jest

. .. 1
nie mniejsza niz se(P).

Zastanéwmy sie, jaka jest minimalna liczba poréwnan
C(P) potrzebna i zawsze wystarczajaca do posortowania
danego zbioru czesciowo uporzadkowanego P.

Gdyby bylo tak, jak w powyzszym przykladzie,

ze zawsze mozemy podzieli¢ zbidr rozszerzen
liniowych na réwnoliczne podzbiory, to wystarczytoby
[log, e(P)] poréwnan. Niestety, nie zawsze jest

to mozliwe. Rozwazany przyktad pokazuje, ze
mozemy uzyska¢ trojelementowy zbior rozszerzen
liniowych i wtedy najlepszy mozliwy do uzyskania
podzial jest w stosunku 1 : 2. Okazuje sig, ze
najprawdopodobniej jest to przypadek najbardziej
pesymistyczny. Méwi o tym hipoteza 1/3-2/3
sformulowana wiele lat temu niezaleznie przez
Kislicyna, Fredmana i Liniala.

Hipoteza 1. Dla dowolnego skonczonego zbioru
czeSciowo uporzgdkowanego P, ktory nie jest liniowo
uporzgdkowany, zawsze mozemy wskazaé dwa elementy,
takie Ze w wyniku ich poréwnania (niezaleznie od
wyniku tego poréwnania) otrzymujemy rozszerzenie R,
dla ktorego zachodzi

%e(P) < e(R) < %e(P).
Powyzsza hipoteze udowodniono dla wielu przypadkow
szczegblnych, co pozwala wierzy¢ w jej prawdziwosc.
Jednak w ogélnym przypadku nadal pozostaje
jednym z wazniejszych probleméw otwartych teorii
zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Prawdziwosé
tej hipotezy implikuje mozliwosé posortowania
zbioru czesciowo uporzadkowanego P za pomoca
maksymalnie [log, 5 e(P)] poréwnan (przypomnijmy,
ze logy 5n > logyn dlan > 1).

Czy mozna lepiej? Wydaje sie, ze tak. Autor tego
artykulu sformulowal kilka lat temu hipoteze zlotego
podziatu dla zbioréow czesciowo uporzadkowanych.



Hipoteza 2. Dla dowolnego skonczonego zbioru czes$ciowo
uporzgdkowanego P, ktory nie jest liniowo uporzgdkowany,
zawsze mozemy wskazaé dwa kolejne porownania, takie Ze
niezaleznie od ich wyniku otrzymujemy kolejno rozszerzenia

R 1S, dla ktérych zachodzi
e(P) = e(R) + e(S).

Hipoteza zlotego podziatu jest bardziej ogblna

od hipotezy 1/3-2/3. Innymi stowy, prawdziwos¢ hipotezy
zlotego podziatu implikuje prawdziwos$é hipotezy
1/3-2/3, gdyz kazdy kontrprzyklad dla hipotezy 1/3-2/3
jest réwniez kontrprzykladem dla hipotezy zlotego
podziatu. Zatézmy, ze P jest kontrprzykladem dla
hipotezy 1/3-2/3. Wtedy dla kazdego poréwnania na P
jeden z jego wynikéw daje nieréwnosé e(R) > Ze(P).
Oczywiscie, dla kazdego poréwnania na R mozemy
wskazaé jego wynik, taki ze e(S) > Le(R). Stad

e(R) +e(S) > 3e(R) > e(P) i otrzymaliSmy
kontrprzyktad dla hipotezy zlotego podziatu.

Jak mozna sie domysli¢, hipotezy zlotego podzialu
réwniez nie udalo sie udowodni¢ w ogoélnosci, ale
dowiedziono jej w tak wielu przypadkach szczegdlnych,
ze mamy podstawy, aby wierzy¢ w jej prawdziwosé.

Zmierzajac do finalu, zobaczmy dwa proste twierdzenia,
ktére uzasadniaja nazwe hipotezy. Niech F,, bedzie n-ta
liczba Fibonacciego, rozpoczynajac od Fy = Fy =1,

a ¢ = (1++/5)/2 staly zlotej proporcji.

Twierdzenie 1. Jesli hipoteza o zlotym podziale jest
prawdziwa i zachodzi e(P) < Fy43, to C(P) < n.

Dowdéd prowadzimy przez indukcje. Dla n =0

7z zalozenia wynika, ze e(P) < F3 = 2, czyli zbi6ér P
ma tylko jedno rozszerzenie liniowe, wiec jest juz
posortowany. Dla n = 1 zachodzi e(P) < Fy = 3, czyli
P ma co najwyzej dwa rozszerzenia liniowe, ktore
mozna rozrézni¢ jednym poréwnaniem.

Zalozmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
n—11in — 2. Niech e(P) < F,43. Wybieramy dwa
poréwnania, aby spelnié¢ nieréwnosé e(P) > e(R) + e(.5),
gdzie R i S oznaczaja zbiory cze$ciowo uporzadkowane
otrzymane odpowiednio po pierwszym i drugim
poréownaniu. Z wilasnosci liczb Fibonacciego wynika, ze
zachodzi przynajmniej jedna z nieréwnosci e(R) < Fj, 12
lub e(S) < F,41. Z zalozenia indukcyjnego w pierwszym
przypadku mozemy posortowaé¢ R za pomoca

co najwyzej n — 1 poréwnan, a w drugim posortowaé S
za pomocy co najwyzej n — 2 poréwnan. Zatem w obu
przypadkach mozemy dokonczyé sortowanie P tak, aby
nie przekroczyé n poréwnan.

Twierdzenie 2. Jesl hipoteza o ztotym podziale jest

prawdziwa, to
cwp)

sup ——— = = 1.
Pp log,, e(P)

[
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W powyzszym twierdzeniu kres gérny jest po wszystkich
skonczonych zbiorach czeéciowo uporzadkowanych,
ktérych dotyczy hipoteza zlotego podziatu, czyli
skoniczonych i nieuporzadkowanych liniowo. Niech P
bedzie takim zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
Niech n bedzie liczba poréwnan wymaganych do jego
posortowania (n > 1 i nie mozna go posortowaé
za pomoca n — 1 poréwnan). Z poprzedniego
twierdzenia wynika, ze e(P) > F, 2. Wiadomo, ze ciag
Fibonacciego spelnia nieréwnosé F, 1o > @™ dlan > 1,
zatem

C(P) n

S < 1.
log, e(P) = log, Fpy2

Linial wskazal ciag zbioréw czesciowo uporzadkowanych
L,,, nazywanych drabinami, takich ze L,, ma n elementow,
C(L,) =n—1oraz e(L,) = F,,4+1. Rysunek u dotu
strony pokazuje diagramy Hassego kilku poczatkowych
zbioréw L,, i pozwala odgadnaé regute ich konstrukcji oraz
geneze ich nazwy.

Diagram Hassego jest to sposéb przedstawienia zbioru czesciowo
uporzadkowanego (X, <) za pomoca grafu nieskierowanego.
Elementy przedstawia si¢ jako wezty, a relacje miedzy elementami
zaznacza sie, laczac te wezly krawedziami. Przy czym rysuje sie
tylko niezbedne krawedzie. Jesli x < y, to element x rysuje sie
nizej niz element y, a krawedZ miedzy nimi rysuje sie tylko wtedy,
gdy nie istnieje taki element z € X \ {z,y}, ze x < z < y.

Poniewaz
" —(1—¢)"
F,=—
! Vb
wiec mamy
C(Ln)

m log, e(Ln) L

7 powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze postulowanego
ograniczenia tego C(P) < log,, e(P) nie da si¢ juz
poprawi¢. Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy P jest liniowo uporzadkowany — wtedy e(P) = 1

i C(P) = 0. Zauwazmy tez, ze log, 5 n > log,n > logyn
dla n > 1. Nieco nieformalnie mozna powiedzie¢, ze
podczas sortowania kazde poroéwnanie moze zmniejszy¢
$rednio liczbe rozszerzen liniowych przynajmniej

o wspolczynnik zlotej proporcji. Tak wlasnie jest dla
drabin. Chcac posortowaé¢ drabine L,,, nalezy poréwnacé
dwa jej elementy maksymalne. W wyniku zbiér jej
rozszerzen liniowych o licznosci F), 41 zostaje podzielony
na dwa podzbiory o licznoéci odpowiednio F,, i F,_1,

a problem redukuje sie do posortowania odpowiednio
drabiny L,_1 lub L, _o.

Element maksymalny w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, <)
jest to taki element z € X, ze nie istnieje element y € X \ {z},
dla ktorego = < y.
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