Rys. 1

Rys. 2. Minimalny niezalezny zbiér
dominujacy (czyli maksymalny zbiér
niezalezny) w grafie.
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Zapewne kazdy z nas dobrze zna muszke owocéwke (drosophila melanogaster,
co thumaczy sie dostownie jako ciemnobrzucha miloéniczka rosy).

Dla wiekszosci ta dobra znajomosé niekoniecznie musi budzi¢ dobre
skojarzenia — by¢ moze z uwagi na jej natretny muszy charakter i masowa
obecno$é letnig porg w poblizu nieopatrznie zostawionych bez przykrycia
stodkich owocow. Niemal rownie powszechna jest wiedza o jej zashugach
naukowych w dziedzinie genetyki. Malo kto zdaje sobie sprawe z tego, ze to
nie pies Lajka, a wtasnie muszka byta pierwsza ziemska istota, ktora wybrata
sie w podréz kosmiczna. Ale czy kto$ uwierzy, ze muszka pomogla réwniez

W rozwiazywaniu pewnego problemu z pogranicza matematyki i informatyki?

Wiekszoéé systemdéw komputerowych, z jakimi mamy obecnie do czynienia,
to tak zwane systemy rozproszone, czyli niezalezne urzadzenia (stosujac
pewne uproszczenie, bedziemy dalej méwié¢ o procesorach) polaczone, mniej
lub bardziej écisle, w jedng sie¢, mogace sie komunikowaé i sprawiajace
wrazenie jednej calosci. Jednym z kluczowych zadan, przed jakim staje
projektant takiego systemu, jest rozwigzanie problemu komunikacji.
Ustanowienie bezposredniego potaczenia miedzy kazdymi dwoma
urzadzeniami w sieci byloby nieefektywne i nieoptacalne, konieczne

jest wiec wyznaczenie mozliwie najmniejszego zbioru procesoréw (tak
zwanych lideréw), ktéry bedzie mial bezposrednie polaczenie z kazdym
procesorem z zewnatrz. Model matematyczny tego zagadnienia najlatwiej
jest przedstawi¢ w jezyku teorii graféw. Zbiér wszystkich komputeréw w sieci
mozemy utozsamiaé z wierzchotkami grafu, a strukture potaczen pomiedzy
nimi opisuje zbiér krawedzi tego grafu (rys. 1).

Zbiér parami niesgsiednich wierzchotkéw grafu, w ktérym swojego sasiada
ma kazdy wierzcholek spoza zbioru, a do tego jest nienadmiarowy (czyli jesli
cokolwiek z niego zabierzemy, to przestanie mie¢ t¢ pierwsza ceche), w teorii
graféw nosi nazwe minimalnego niezaleznego zbioru dominujacego. Jest to
pojecie dualne do pojecia maksymalnego zbioru niezaleznego. Maksymalny
zbiér niezalezny to taki, w ktérym zadne dwa wierzcholki nie sa polaczone
krawedzia (niezalezno$é¢) i nie mozemy do niego dolozy¢ nic wiecej, zeby
wlasnosci niezaleznosci nie straci¢ (maksymalnosé). Mozna wykazaé, ze
minimalny niezalezny zbiér dominujacy jest jednoczesnie maksymalnym
zbiorem niezaleznym i odwrotnie.

Szukanie zbioru lider6w w rozproszonej sieci sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia
maksymalnego zbioru niezaleznego w reprezentujacym ja grafie. Jak znalezé
taki zbiér? Przyjrzyjmy sie na poczatek najprostszym metodom.

Rozwigzanie 1. Ustawiamy wierzcholki grafu w dowolnym porzadku.
Nastepnie zgodnie z zadanym porzqdkiem sprawdzamy, czy kolejne
wierzcholki mogq znalezé sie w zbiorze lideréw (czy nie majg juz

w tym zbiorze sqsiada). Jezeli tak, to dodajemy taki wierzcholek do zbioru.

Rozwiazanie 2. Ustawiamy wierzchotki grafu w dowolnym porzgdku.
Nastepnie zgodnie z zadanym porzgdkiem dodajemy wierzcholek do zbioru
liderow, natomiast wszystkich jego sqsiadow wyrzucamy z rozwazan.

Te najprostsze algorytmy sa jednoczesnie stosunkowo szybkie. Oba dzialaja
liniowo wzgledem liczby krawedzi. Jednak oba te podejécia maja nature
sekwencyjna i w zwiazku z tym S$rednio pasuja do modelu systemow
rozproszonych. W 1982 roku znany informatyk-teoretyk Leslie Valiant
uznal problem wyznaczania maksymalnego zbioru niezaleznego za jedno

z wigkszych wyzwan informatyki teoretycznej, twierdzac jednoczednie,

ze trudno sobie wyobrazi¢, w jaki sposéb ten problem moégtby byé
rozwigzany réwnolegle w istotnie mniejszej liczbie krokéw. Trzy lata pdzniej

i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski Avi Wigderson i Richard Karp znalezli skomplikowany algorytm
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Rozwigzanie zadania F 845.

Postac transformacji pél nie zalezy od tego,
z jakich zrédel pochodzg. Mozemy wiec
dla uproszczenia wyobrazié¢ sobie, ze pole,
ktére bada pierwszy obserwator, zostato
wytworzone przez spoczywajaca wzgledem
niego jednorodnie naladowang plaszczyzne.
Ze wzgledu na tzw. skrécenie Lorentza
obserwator poruszajacy si¢ z predkoscig v
réwnolegla do naladowanej ptaszczyzny
stwierdzi, ze powierzchniowa gesto$é
zgromadzonego na niej tadunku wynosi

o' =o/\/1—v2/c2

(gdzie ¢ oznacza predkosé¢ swiatla), a wiec
mierzona przez niego warto$é sktadowej
natezenia pola elektrycznego prostopadtej

do ptlaszczyzny to

E'=E/\/1—v2/c2,

gdzie E oznacza warto$¢ mierzong

w ukladzie spoczynkowym ptaszczyzny.

Dla obserwatora poruszajacego si¢

z predkoscia prostopadla do plaszczyzny
gestos¢ tadunku bedzie taka sama, jak
w ukladzie spoczynkowym ptaszczyzny,
a wigc zmierzy on takze takie samo
natezenie pola, jak mierzone w ukladzie

spoczynkowym.

Laczac oba wnioski, stwierdzamy, ze

drugi obserwator (poruszajacy sie
z predkoscig v) zmierzy takg sama

warto$é sktadowej pola réwnolegtej do
jego kierunku ruchu, jak obserwator
spoczywajacy i 1/4/1 — v2/c? razy
wiekszg wartos¢ sktadowej prostopadtej.

POS to skrét prekursora organu

sensorycznego.

Rozwigzanie zadania M 1406.

Niech G bedzie grafem

o 2n wierzchotkach oznaczajacych wiersze
i kolumny planszy. Krawedz pomiedzy
wierszem w a kolumng k jest w G wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt o wspélrzednych
(w, k) jest zamalowany. Graf G ma

wiec 2n krawedzi. Jak wiadomo, jesli

graf o N wierzchotkach nie ma cyklu,

to ma co najwyzej N — 1 krawedzi.

Zatem G zawiera cykl. Z definicji

krawedzi w G wynika, ze bedzie on
parzystej dtugosci 2m i wyznaczone
przez niego krawedzie to szukane punkty

ag,...,a2m.

wiersze

kolumny

o zlozonosci O(log3 n), ktéry nastepnie poprawil zespdl pod kierunkiem
Nogi Alona, izraelskiego matematyka i informatyka, uzyskujac algorytm
o ztozonosci O(logn).

Mamy zatem efektywne algorytmy rozwiazujace problem znajdowania
maksymalnego zbioru niezaleznego w grafie. W kazdym z nich

kazdy wierzchotek musi znaé¢ swoich sasiadéw w grafie, podczas gdy

w prawdziwych sieciach moga wystepowaé ograniczenia mozliwosci
komunikacji. Wyobrazmy sobie, na przyktad, system kontroli lotu
dzialajacy w ten sposob, ze zrzucamy z samolotu na pewnym terenie tysiace
urzadzen monitorujacych, ktére maja sie komunikowaé. Urzadzenia moga
jedynie wysyltaé sygnaly do urzadzen znajdujacych sie w odpowiedniej
odlegtosci. Mamy sie¢, ktéra mozna reprezentowaé za pomoca grafu,
ktorego wierzchotki beda odpowiadaly urzadzeniom, natomiast krawedzie
bedzie determinowata odlegto$é miedzy nimi. Niestety, urzadzenia zostaty
rozmieszczone na danym terenie w sposéb losowy i nie mamy pojecia, jak
wyglada faktyczna struktura sieci. Co mozemy zrobi¢ w takim przypadku?

Okazuje sig, ze natura dawno wymyslita za nas rozwiazanie tego problemu,

a klucz do niego umiescita na glowie muszki owocéwki. Ten fakt zaobserwowata
oraz opracowala pod katem matematycznym grupa matematykow i biologow,
w sktad ktérej wehodzili: Yehuda Afek, Noga Alon, Omer Barad, Eran Hornstein,
Naama Barkai i Ziv Bar-Joseph. Wyniki swoich obserwacji zawarli w artykule
A biological solution to a fundamental distributed computing problem
(Biologiczne rozwiazanie podstawowego problemu obliczen rozproszonych),
ktéry ukazal si¢ w prestizowym czasopismie Science.

Dorosta muszka ma na glowie zespot wloskowatych organéw sensorycznych.
Ksztaltuja sie one jeszcze w stadium larwalnym z sasiadujacych,
rownorzednych komérek. Nie ma jednak zadnego klucza, ktéry pomogtby
nam wskazaé, z ktérych komérek (nazywanych POS-ami) wyksztalca sie
organy sensoryczne. Wiemy natomiast, czym charakteryzuja sie

wybrane juz POS-y:

e kazda z komoérek zostaje POS-em lub sasiadem POS-a,
e zadne dwa POS-y nie sa sasiadami.

Na glowie muszki tworzy sie wiec maksymalny zbiér niezalezny w grafie
komérek — zbiér POS-6w. Poszczegdlne komoérki nie maja informacji, jak
wyglada calo$é¢ struktury. Moga jedynie wysytaé¢ do swoich sasiadéw sygnat
(produkujac duze stezenie proteiny Delta), ze cheg zostaé POS-em. Caly
proces trwa okoto trzech godzin i zawsze konczy sie sukcesem. Muszka
potrafi zrobi¢ doktadnie to, o co nam chodzi! Algorytm, ktérego moglidémy
sie od niej nauczy¢, jest zaskakujaco prosty.

Rozwiazanie 3

e Pewien losowy zbior komdrek wyraza cheé zostania POS-em i wysyla sygnal
do wszystkich swoich sgsiadow.

e Kazda komdrka, ktora chee zostaé¢ POS-em i nie otrzymala sygnatu
od Zadnego ze swoich sgsiadow, zostaje POS-em.

o Kazdy POS ,usypia” wszystkich swoich sgsiaddw.

o Cala procedura powtarza sie na zbiorze komdrek, ktore nie zostaly jeszcze
wybrane na POS-y ani uspione.

Algorytm ten wykonuje pesymistycznie O(log? n) iteracji i z duzym
prawdopodobienstwem taczna liczba wysylanych w nim sygnatow jest
optymalna (z doktadnos$cia do stalego czynnika). Czytelnikéw obeznanych

z informatyczna terminologia i poszukujacych ciekawych szczegdétéw odsytam
do wspomnianego wyzej artykulu. Tekstowi, ktory ukazat sie w czasopismie,
towarzysza filmy przedstawiajace proces wyboru POS-éw u muszki oraz
dodatek zawierajacy wszelkie techniczne szczegdly.
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