O dlugowiecznych pchtach i twierdzeniu ergodycznym,
czyli co dzieje sie z lancuchami Markowa po dlugim czasie
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Przypomnijmy jedno z zagadnien, ktérym zajmowaliSmy sie w pierwszej czesci
artykutu (Delta 9/2013). Pchla poruszala sie miedzy ziemia (Z), psem (P),

kotem (K) i cztowiekiem (C'), za kazdym razem przeskakujac w jedno z pozostatych
dopuszczalnych potozen. Prawdopodobienstwo wyboru kazdego docelowego miejsca
skoku bytlo takie samo i réwne 1/3. W momencie, gdy pchla wskakiwala na czlowieka
— gineta. Wyliczylismy, ze sredni czas zycia pchly wynosi 3.

Zastanoéwmy sie teraz nad nieco innym pytaniem. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze pchla nadal bedzie zyta po wykonaniu n skokéw, czyli — oznaczajac przez T" moment
$mierci pchly — ile wynosi P(T > n)? Odpowiedz jest prosta: w kazdym swoim skoku
pchta albo wskoczy na czlowieka (prawdopodobienistwo 1/3), albo przejdzie do stanu
bezpiecznego (oznaczymy go B —rys. 1) — z prawdopodobienstwem 2/3.

Moment $mierci to moment pierwszej wizyty w stanie C. Zatem szukane
prawdopodobienistwo to prawdopodobienstwo przebycia n-odcinkowej drogi
B—B—B—...— B,czyli2/3-2/3-...-2/3 = (%)n.WielkoéétamalejeWykladniczo
i szybko staje sie bliska zeru. Na przyktad prawdopodobienstwo tego, ze pchta bedzie
zyta po 10 skokach, to okolo 0,017, a po 30 skokach: 5,22 - 107¢.

Gdy prawdopodobienstwa przeskokéw nie beda zupelnie jednolite, lecz powiedzmy
nastepujace:

pzc =pzr =pzp =1/3, pxp =pprx =3/4, pxc =pprc =1/4,
albo, na przyktad,

1
pze = i, pzxzpzpzi(l—u), pxc =ppc =p, Prp =pprr = (1—p),

to nawet dla niewielkich, byleby wciaz dodatnich wartosci p i p, prawdopodobienstwo
przezycia bedzie nadal wyktadniczo szybko malato wraz z upltywem czasu.

W pierwszym przypadku bedziemy mieli ograniczenie P(T' > n) < (%)n, a w drugim —
(T > n) < max((1— u)", (1 - p)"),

W sytuacji takiej jak opisana zachowanie po dlugim czasie nie jest ciekawe: pchla
po skoniczonym czasie zginie (prawie na pewno), a prawdopodobienistwo przezycia
wyktadniczo zanika.

No to zrezygnujmy z eksterminacji insektéw i przypu$émy, ze pchta moze skakaé,

jak dlugo chce. Rozpatrzymy dwa przypadki: pierwszy, w ktéorym pchta przeskakuje

z cztowieka z réwnym prawdopodobienistwem na ziemig, psa i kota (rys. 2), oraz
bardziej ztozony, kiedy cztowiek straca pchte na podloge z prawdopodobienstwem

1/2, a z prawdopodobiefistwami po 1/4 pchla przeskakuje na jedno ze zwierzat; z kolei
z ziemi pchta skacze z takim samym prawdopodobienistwem na cztowieka, psa i kota,
a ponadto kiedy pchta jest na zwierzeciu, to z prawdopodobiefistwem 3/4 przeskakuje
na drugie zwierze, a z prawdopodobienistwem 1/4 — na czlowieka (rys. 3).

W przypadku pierwszym (kiedy graf ma postac taka, jak na rysunku 2) zdrowy rozsadek
podpowiada, ze po dtugim czasie wplyw miejsca startu na to, gdzie pchta znajdzie sie
w danej chwili, wygasa, i ze dla kazdego ze stanéw prawdopodobienstwo zastania tam
pchly w danym momencie staje si¢ w przyblizeniu réwne 1/4 (bo przeciez pchta gdzies
by¢ musi). Oznaczmy taki rozklad przez p = (uz, po, i, pp) = (i, 3,5 i) Ma on
nastepujaca ciekawa wlasnosé: jezeli X, to potozenie pchty w chwili n, wtedy zaktadajac,
ze w chwili n zmienna X,, ma rozklad p (czyliP(X,, = Z2) =P(X,, =C) =P(X, = K) =
P(X,=P)= i), dostaniemy, ze X,,+1 ma tez rozklad p.
Sprawdzmy:
P(Xnt1=2) =P(Xn+1 =2/ X =CO)P(X, =C) +
+P(Xnt1 = Z|Xn = K)P(X, = K) +
+P(Xy11 = Z| X, = P)P(X,, =P) =
=pczP(X, = C) + przP(X,, = K) + ppzP(X,, = P) =
1.1 .1 1,1 1 _1
25.14_5.1_’_5.1:1:[P)()(n:Z)7
i tak samo dla pozostatych potozen.

Rozktad o takiej wlasnosci nazywamy rozkiadem stacjonarnym dla naszego tancucha
Markowa.
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Lancuch Markowa o zalozonej
w twierdzeniu wtasnosci nazywamy
nieprzywiedlnym.

Czytelnika zainteresowanego takimi
i pokrewnymi zagadnieniami odsylamy
do ksigzek:

[1] William Feller, Wstep do rachunku
prawdopodobieristwa, tom I, wyd. III,
Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2012.

[2] Jacek Jakubowski, Rafal Sztencel,
Wstep do teorit prawdopodobienstwa,
wyd. IV, Script, Warszawa 2010.

ZastanOéwmy sie, czy w drugiej sytuacji, a wiec dla tancucha Markowa o grafie jak
z rysunku 3, tez istnieje rozktad stacjonarny?

Za pomocy takiego samego rachunku jak wyzej obliczamy, ze

P(Xn41=2Z) = 3P(Xn = O),
P(Xn41=C) = iP(Xn = 2) + 1P(X,, = K) + 1P(X, = P),
P(Xpni1 = K) = 3P(Xn = Z) + ;P(Xn = C) + JP(X,, = P),

P(Xni1=P) = %IF’(X”:Z)—FZ]P’( X, =C)+3P(X, = K),
czyli sktadowe rozktadu stacjonarnego musza spetniaé uktad réwnan:
Kz = %Mcy
Be = %uz + iuk + iMR
UK = %uz + iuc + %/JP,
pp = %uz + iﬂc + %/JK-
Uktad ten jest zalezny; przeksztalcajac go, otrzymujemy: uc = 2uz, pix = pip = 3 fiz-
Mamy jednak dodatkowa informacje — wiemy przeciez, ze uz + pc + px +up = 1.
Biorac to pod uwage, dostaniemy:

3 _6 .- 10
290 HC T o9 HETHP =54

A zatem wyznaczyliSmy rozklad stacjonarny. Mozna tez tatwo wywnioskowaé, ze jest
on w tym przypadku jedyny.

nz =

Czy samo wyznaczenie rozkladu stacjonarnego co$ méwi nam o zachowaniu procesu
po ditugim czasie? Okazuje sie, ze tak — wynika to z jednej z wersji tak zwanego
twierdzenia ergodycznego dla tancuchéw Markowa. Aby zwiezle je wystowié,

wprowadzmy kilka oznaczen. Niech S = {FE1, Es, ..., Ex} bedzie przestrzenia stanéw
dla taficucha (w naszym zadaniu mamy S = {Z,C, K, P}). Dalej, dla E;, E; € S
(n)

oznaczmy przez p,;;’ prawdopodobienstwo
P = P(Xn = B;|Xo = Ei).

Jest to tak zwane prawdopodobienstwo przejécia w n krokach. Zaktadamy ponadto, ze
dla dowolnego £ = 1,2, ... mamy

P(Xntx = Ej| Xk = E;) =P(X,, = Ej| X0 = E))
(ta wlasno$é nazywa si¢ jednorodnosdciq tancucha w czasie). Dla F; € S, okresem
stanu F; nazywamy liczbe

o(E;) = NWD{n : p{ > 0}.
Gdy wszystkie stany F; € S maja okres réwny 1, to tancuch Markowa nazywa sie
nieokresowym.

Jestedmy teraz gotowi, by sformutowaé potrzebna nam wersje twierdzenia ergodycznego.

Twierdzenie. Niech laricuch Markowa o przestrzeni stanéw S = {1,2,..., M} bedzie
nieokresowy i jednorodny w czasie. Ponadto zalézmy, Ze dla dowolnych i,j € S istnieje
takie n, ze P(X,, = j|Xo =) > 0. Wtedy istnieje dla niego dokladnie jeden rozklad
stacjonarny p, a ponadto dla dowolnych i,j € S mamy

(n)

R
p7] n—oo Hj-

Nasz tancuch spelnia zalozenia tego twierdzenia: tatwo sprawdzamy, ze jest on
nieprzywiedlny, a co do braku okresowos$ci — mamy np. p<ZQ)Z > pzopcoz > 0 oraz

p;; > pzrprcpcz > 0, czyli o(Z) = 1; podobnie dla pozostalych stanéw.

Tak naprawde to nieokresowosci pozostalych stanéw nie musimy sprawdzaé
bezposrednio: wiadomo bowiem, ze jezeli F; i I sa takimi stanami, ze dla pewnych
mo,no jest pg;”’) > 0 oraz pi-zn()) > 0, to o(E;) = o(Ej).

Zadanie. Udowodnié powyzsze stwierdzenie.

A zatem — majac wyznaczone rozklady stacjonarne — mozemy zastosowaé twierdzenie
ergodyczne i wywnioskowaé, ze w przypadku tancucha o grafie z rysunku 2
prawdopodobienstwa tego, ze pchta bedzie w konkretnym stanie, beda faktycznie
wszystkie zmierzalty do 1/4, natomiast dla taficucha o grafie 3 asymptotyczne
prawdopodobienistwo tego, ze pchla bedzie na ziemi, to 3/29, na czlowieku — 6/29,

a na kocie lub na psie — 10/29.

Mozna zinterpretowaé to tez nastepujaco: wpusciwszy do pokoju mndstwo pchel (V)
i kaZ@c im sie poruszaé zgodnie z zasadami naszego tancucha, po dlugim czasie
okoto @ N pchet zastamemy na ziemi, 26;3 N — na cztowieku, a najbardziej zapchlone
beda zwierzeta: po 29 9 N bedzie na kocie i na psie.
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