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Liczby geometryczne

Od najmtodszych lat kazdy z nas poznaje sSwiat liczb, zliczajac zabawki,
jabtka czy ksiazki. Nikogo nie dziwi zatem przedstawienie liczby 5 jako
pieciu kulek. Tylko czy takie przedstawienie moze poméc w odkrywaniu
Swiata komus, kto ukonczyl juz przedszkole? Okazuje sie, ze tak —
wystarczy uwazne spojrzenie i wyobraZnia, a moze nam przynies¢
nieoczekiwane spostrzezenia.

Sprobujemy pouktadaé z kulek rézne figury, Co bedziemy budowaé¢ dalej? Oczywidcie mozna

a zaczniemy od tréjkatow. Tréjkat o boku n powstaje zabawiaé sie roznymi wielokatami, ale mozna

poprzez ulozenie jednej kulki w wierzchotku, dwéch  réwniez zaczaé przygode w trzecim wymiarze —

kulek ponizej, trzech kulek w kolejnym rzedzie zbudujemy piramide o podstawie trojkata.

i tak dalej, az do podstawy zlozonej z n kulek (jak

na rysunku dla n = 5). W takim razie taki trojkat o

jest ztozony z T,, = 1 + 2+ ... 4+ n kulek (liczbe T;, o

bedziemy nazywacé liczba tréjkatna). Jednoczesnie, <o ﬁ

odrobine przektadajac kulki, mozna z dwéch takich

tréjkatow ulozy¢ prostokat o wymiarach n x (n + 1). Do zbudowania n pozioméw takiego czworoscianu

A co to oznacza? Oczywiscie: potrzebujemy U, =Ty + T + T3+ ... + T,.

2. Ty =2-(1424...4n) =n(n+1), Cazyli %l,e? 1, 4, 10, 20 ~co to za hczby?. Czy mozna

wyrazi¢ je w inny sposob? Znéw pomoze nam

czyli T, = M uktadanka, tym razem przestrzenna. Z trzech
2 00000 takich piramid mozemy ulozyé graniastostup
88888 o wysokosci n + 2 i o podstawie trojkata o boku n:
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kulke w érodek, otaczamy ja szescioma kulkami, te ®
otaczamy dwunastoma kolejnymi i tak dalej. ..

(@)
Zacheceni tym malym sukcesem sprébujmy pojsé w/
dalej i utozyé¢ z kulek szesciokat: wkltadamy jedna W
(]

Do zbudowania szesciokata o boku n zuzywamy
wiec S, =1+6+12+...+6(n — 1) kulek (taka W takim razie otrzymujemy kolejna wlasnosé:

liczbe bedziemy nazywaé liczba szesciokatna). Czy 1
3.U, = 2)-T,== 1 2).
mozna ja tatwo obliczy¢? Oczywiscie — przeciez (n+2) 2n(n +1(n+2)

szesciokat sktada sie z kulki w érodku i szesciu Sprébujmy jeszeze ulozyé piramidy z szesciokatow.
trojkatow, o boku o jeden mniejszym niz bok Jedna kulka na szczycie, siedem kulek nizej,
szesciokata. W takim razie i tak dalej az do podstawy z S, kulek. Zuzylismy
Spi1=1+6-T,=14+3n(n+1)= w ten sposéb W,, = S; + S5 + ...+ S, kulek: dla
=1+ 3n+3n2 kolejnych n sa to liczby 1, 8, 27, 64, ... Chwileczke!

Czyzby to byly szedciany liczb naturalnych? Na to

00000 00000 wyglada, ale jak sie o tym przekonad?
000000 @00000 velada, afe Jak sie o Lyl b
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A moze da sie odgadnaé te wzory

bezposrednio z takiej tabelki?

Wystarczy odpowiednio ,,powygina¢” dokladane szeSciokaty:
Spi1 =1+ 3n+ 3n?

kulek mozna utozyé w trzy Sciany szescianu o boku n + 1. Potem juz
nietrudno ztozy¢ z kolejnych takich kawalkéw szescian:

o

0080800

o 0209090%0

0% 02090945

020%0 0209090905

0209090 0209090

o 02090 020%e20%0

090 02090905 0209090

020%0 090 020909090

090 0209090 0209090

o oPe90 020%0 020909095

090 0®0 0209090 0209090
° O O o o

W ten sposob udato nam sie pokazaé kolejng zaleznosé miedzy naszymi
liczbami:

Sl+52+...+5n:n3.

7277

z szeScianéw (cho¢ mozna traktowaé ja jako obiekt czterowymiarowy, my
bedziemy mysleé o niej jako o szescianach utozonych jeden na drugim).
Ile zuzyjemy kulek? Tym razem bedzie to
Z,=1"+224+ 3+ ... +n
I znéw mozemy przyjrzeé sie uwaznie tak otrzymanym liczbom:
1,9, 36, 100,...

Sa to kwadraty. .. liczb trojkatnych! A dlaczego? Wystarczy kazdy

z szedciandow odpowiednio pocigé i utozy¢ z otrzymanych kawatkéw pasek
w ksztalcie litery L — kolejne takie paski ztozg sie w kwadrat o boku
1+24+...+n="T,:
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n||Tn | Sn | Un | Wn | Zn
1 1 1 1 1 1
2 3 7 4 8 9
3 6| 19 | 10 27 36
4] 10 | 37 | 20 64 | 100
5 15 | 61 | 35 | 125 | 225
6 || 21 | 91 | 56 | 216 | 441
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I tak otrzymaliémy kolejny wzor
Zn=134+224+3+.. . +n*>=T2

Czytelnik Wytrwaly z pewnoscia odnajdzie jeszcze inne zalezno$ci
miedzy liczbami geometrycznymi (czyli takimi, ktére odpowiadaja liczbie
kulek w pewnych figurach i brytach). Kazda z nich pomaga zrozumieé
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pewng zaleznosé, ktérej dowodzenie standardowymi metodami moze

okazac si¢ wcale niel

13

atwe. ..
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