Kacik przestrzenny (20):

Rys. 1

Rys. 2

Wskazowka: Obrazy symetryczne ogniska
pewnej elipsy wzgledem stycznych

do niej lezg na okregu o srodku w drugim
ognisku tej elipsy.

Sfery Dandelina

Sfery, o ktérych jest mowa na sasiedniej stronie, nazywane sa sferami Dandelina
na czesé¢ francuskiego matematyka Germinala Pierra Dandelina (1794-1847),
ktory badajac stozkowe, rozwinal pomysty Apoloniusza z Pergi (IIT w. p.n.e.).

Zwiazane z nimi zalezno$ci pozwalaja bltyskawicznie rozwiazaé¢ wiele zadan
dotyczacych stozkowych. Tu zajmiemy sie tylko elipsami. Zaczniemy od zadania,
ktore rozwiazaliSmy w Kaciku 2 inna metoda.

1. (OM 54-TI1-5) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $ciany
ABC w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworoscianu jest styczna

do $ciany ABC' w punkcie O. Dowiesé, ze jezeli O jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkgcie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokoSci

tego trojkata.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez si i so rozpatrywane sfery. Niech s bedzie
stozkiem o wierzchotku D, w ktéry wpisane sa sfery s; i so (kazda tworzaca
stozka s jest wspdlna styczng sfer sq i s2). Poslugujac sie sferami Dandelina,
wnioskujemy, ze cze$é wspdlna plaszezyzny ABC' i stozka s jest elipsa
wpisana w tréjkat ABC, a punkty O i H to jej ogniska. W takim razie
spelnione sg réwnosci

XABH = <CBO oraz <BCH = <ACO.

Wiadomo, ze jesli punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC),
a H punktem przeciecia jego wysokosci, to powyzsze rownosci sa spelnione.

7 drugiej strony dla danego punktu O punkt H jest jednoznacznie
wyznaczony przez powyzsze zaleznosci. Skoro wiec O jest $rodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC, to H musi by¢ punktem przeciecia wysokosci
tego trojkata.

Zachecam Czytelnika do poréwnania tego rozumowania z rozwiazaniem

tego zadania przedstawionym w Kaciku 2. Okazuje sig, ze spora czesé tego
rozwigzania jest wlasciwie ukryta w powyzszym. Opisana tu metoda to
spojrzenie z nieco innego punktu widzenia, co czasem pozwala na wymyslenie
krotszego rozwiazania.

Spéjrzmy na inne zadanie, ktore takze mozna bardzo szybko rozwiazac,
wykorzystujac sfery Dandelina.

2. (OM 59-1-8) Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie czworokgta
wypuktego ABCD. Sfera wpisana w ten ostrostup jest styczna do sciany ABC D
w punkcie P. Dowiesé, Zze ¥ APB + <CPD = 180°.

Rozwigzanie. Niech s bedzie stozkiem o wierzchotku S, w ktéry wpisana jest
sfera wpisana w ostrostup ABCDS. Czesé wspdlna tego stozka z plaszczyzna
podstawy jest elipsg wpisana w czworokat ABC D, a punkt P jest jej ogniskiem.
Teza zadania jest po prostu jedna ze znanych wtasnosci elipsy wpisanej

w czworokat.

Jesli Czytelnik nie zna tej wlasnosci, o ktorej mowa, to tatwo ja udowodni,
wykorzystujac ponizszy fakt (dowéd mozna tez znalezé np. w broszurze
51. Olimpiady Matematycznej).

Fakt. Dana jest elipsa o ogniskach A i B i punkt P lezgcy na zewngtrz elipsy.
Proste PK i PL sq styczne do tej elipsy. Wowczas <X PAK = < PAL.

Na zakonczenie (takze calej serii Kacikéw przestrzennych) jeszcze jedno zadanie,
do ktorego przydadza sie sfery Dandelina.

3. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Scian
BCD,CDA, DAB, ABC' odpowiednio w punktach P,Q, R,S. Odcinek PT
jest Srednicq tej sfery, a punkty A, Q', R',S" sq punktamsi przeciecia prostych
AT, QT, RT, ST z plaszczyzng BC'D. Dowiesé, ze punkt A’ jest $rodkiem okrequ
opisanego na tréjkgcie Q'R'S’.
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